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内 容 简 介 


本 书 以 统一 与 基本 的 观点 .概述 应 用 上 最 重要 的 抽象 空间 ,阐明 其 结 
构 .内 在 联系 及 主要 实例 . 内 容 涵 盖 一 般 数学 结构 .拓扑 空间 .一致 空间 、 度 
量 空间 、 拓 扑 向 量 空间 ,Banach 空间 ,以 及 与 空间 结构 相 适 应 的 一 系列 
方法 . 
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生 、 教 师 以 及 自然 科学 工作 者 . 
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《大 学 数学 科学 丛书 》 序 


按照 恩格斯 的 说 法 , 数学 是 研究 现实 世界 中 数量 关系 和 空间 形式 的 科 
学 . 从 恩格斯 那 时 到 现在 , 尽管 数学 的 内 涵 已 经 大 大 拓展 了， 人们 对 现实 世 
界 中 的 数量 关系 和 空间 形式 的 认识 和 理解 已 今 非 昔 比 ,数学 科学 已 构成 包括 
纯粹 数学 及 应 用 数学 内 含 的 众多 分 支 学 科 和 许多 新 兴 交 叉 学 科 的 庞大 的 科学 
体系 , 但 恩格斯 的 这 一 说 法 仍然 是 对 数学 的 一 个 中 肯 而 又 相对 来 说 易于 为 公 
众 了 解 和 接受 的 概括 ， 科 学 地 反映 了 数学 这 一 学 科 的 内 涵 . 正 由 于 忽略 了 物 
质 的 具体 形态 和 属性 .纯粹 从 数量 关系 和 空间 形式 的 角度 来 研究 现实 世界 ， 
数学 表现 出 高 度 抽象 性 和 应 用 广泛 性 的 特点 ， 具 有 特殊 的 公共 基础 地 位 ， 其 
重要 性 得 到 普遍 的 认同 . 

整个 数学 的 发 展 史 是 和 人 类 物质 文明 和 精神 文明 的 发 展 史 交融 在 一 起 
的 . 作为 一 种 先进 的 文化 , 数学 不 仅 在 人 类 文明 的 进程 中 一 直 起 着 积极 的 推 
动作 用 , 而 且 是 人 类 文明 的 一 个 重要 的 支柱 . 数学 教育 对 于 启迪 心智 .增进 素 
质 , 提 高 全 人 类 文明 程度 的 必要 性 和 重要 性 已 得 到 空前 普遍 的 重视 . 数学 教育 
本 质 是 一 种 素质 教育 ;学 习 数 学 , 不 仅 要 学 到 许多 重要 的 数学 概念 .方法 和 结 
论 , 更 要 着 重 领会 到 数学 的 精神 实质 和 思想 方法 . 在 大 学 学 习 高 等 数学 的 阶 
段 , 更 应 该 自觉 地 去 意识 并 努力 体现 这 一 点 . 

作为 面向 大 学 本 科 生 和 研究 生 以 及 有 关 教 师 的 教材 ,教学 参考 书 或 课外 
读物 的 系列 ， 本 丛书 将 努力 贯彻 加 强 基础 ` 面 向 前 沿 、 突 出 思想 .关注 应 用 和 
方便 阅读 的 原则 , 力求 为 各 专业 的 大 学 本 科 生 或 研究 生 (包括 硕士 生 及 博士 
生 ) 走 近 数 学 科学 .理解 数学 科学 以 及 应 用 数学 科学 提供 必要 的 指引 和 有 力 的 
帮助 ,并 欢迎 其 中 相当 一 些 能 被 广大 学 校 选用 为 教材 ， 相信 并 希望 在 各 方面 
的 支持 及 帮助 下 , 本 从 书 将 会 愈 出 愈 好 . 


李 大 潜 
2003 年 12 月 27 日 
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Lelie 


本 书 作者 曾 不 只 一 次 ,在 一 些 气氛 颇 热 烈 的 讲座 上 (以 科普 的 名 义 或 者 根 
本 无 关 科 普 ) ,聆听 人 们 大 谈 高 维 空间 ,甚至 拓扑 空间 . 在 这 种 场合 ,你 真 会 感 
到 ,人 们 对 于 未 知 空间 领域 的 好 奇 是 如 此 强烈 ,其 热情 似乎 不 逊 于 地 理 大 发 现 
时 期 的 探险 家 ! 人 们 仿佛 已 经 厌倦 这 个 平淡 无 奇 的 4 维 宇宙 , 渴 望 到 那些 玄 
妙 莫 测 的 虚幻 世界 中 去 作 一 番 漫 游 . 本 来 完全 出 于 科学 思考 的 抽象 空间 理论 ， 
在 一 些 人 那里 被 不 经 意 地 演绎 成 了 真正 的 天 外 奇谈 ! 严肃 的 数学 工作 者 ,对 
此 恐怕 无 法 苟同 . 然而 ,在 这 个 高 度 现实 的 世界 上 ,看 到 抽象 空间 理论 的 影响 
竟 如 此 之 广 ,不 能 不 深 感 庆幸 与 欣慰 . 

在 当代 世界 ,真正 以 研究 抽象 空间 为 主要 目的 的 学 者 未 必 很 多 . 但 受益 于 
抽象 空间 理论 者 , 则 几乎 遍及 所 有 的 数学 家 ,其 中 包括 那些 更 关注 具体 问题 
(如 生物 学 或 经 济 学 问题 ) 的 应 用 数学 家 . 在 当代 数学 界 , 如 果 不 能 顺利 阅读 大 
量 使 用 抽象 空间 语言 写成 的 著作 ,如 果 不 能 熟练 摆弄 几 种 抽象 空间 ,要 与 同行 
进行 有 效 的 交流 ,大 概 是 困难 的 . 抽象 空间 的 思想 与 理论 构造 模式 对 于 数学 的 
统治 ,在 一 定 程度 上 力 是 现代 数学 的 基本 特征 之 一 . 抽象 空间 何以 有 如 此 强大 
的 威力 ,当然 非 此 处 所 能 深 论 . 但 指出 在 数学 界 已 成 为 共识 的 如 下 几 点 事实 ， 
对 于 本 书 的 读者 将 不 无 益处 ， 

人 类 的 思维 经 验 表明 ,将 具体 问题 抽象 化 ,可 以 带 来 可 观 的 效果 . 一 个 具 
体 问题 一 旦 被 纳入 抽象 空间 的 框架 之 内 ,原本 很 复杂 的 对 象 (如 序列 .轨道 , 变 
换 等 ) ,现在 不 过 是 空间 中 的 一 点 而 已 . 无 论 这 个 点 内 部 本 来 具有 多 大 的 丰富 
性 与 复杂 性 ,都 一 概 被 抹 去 ,而 且 在 进一步 的 研究 中 不 再 起 任何 作用 ,这 就 使 
问题 大 大 简化 了 . 对 于 问题 的 最 终 解决 ,那些 被 抹 去 的 东西 本 来 就 是 不 起 作用 
的 ,倒是 它们 的 存在 掩盖 了 问题 的 本 质 ,一 旦 舍弃 这 些 细 节 , 本 质 的 东西 就 会 
凸显 出 来 . 

其 次 ,通过 与 平常 空间 的 类 比 ,抽象 空间 能 获得 比 其 原型 更 简单 的 直观 形 
象 ,因而 使 得 在 抽象 空间 中 进行 的 论证 更 好 理解 . 以 为 一 个 数学 问题 的 原型 是 
具体 的 直观 的 ,而 转化 成 抽象 空间 中 的 问题 后 就 变 得 笼统 .抽象 以 致 难以 理 
解 了 ,这 实在 是 一 种 极 大 的 误解 .用 ?次 多 项 式 逼 近 连 续 函 数 , 这 是 一 个 具体 
但 并 不 单纯 的 问题 ,经 适当 抽象 之 后 , 它 变 成 了 求 某 个 赋 范 空间 中 的 点 到 给 定 
nn 维 平面 的 最 近 距 离 点 的 问题 ,这 就 更 容易 理解 了 . 经 抽象 化 处 理 的 问题 往往 
更 直观 ,不 明白 这 一 点 ,就 难以 领会 抽象 空间 理论 的 奥妙 . 
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再 者 , 正 是 抽象 空间 理论 以 高 度 概括 的 形式 统一 了 外 观 上 极 不 相同 的 对 
象 ,从 而 沟通 了 一 些 初 看 起 来 互 不 相关 的 领域 ,这 就 为 获得 新 知识 开辟 了 更 多 
的 渠道 . 

这 不 足 为 怪 , 对 于 大 多 数 数学 家 及 一 部 分 其 他 领域 的 专家 来 说 ,抽象 空间 
是 一 种 不 可 或 缺 的 工具 . 然而 , 当 你 真正 准备 涉足 抽象 空间 时 , 你 会 发 现 所 面 
对 的 是 一 个 惊人 的 庞大 的 理论 体系 . 一 个 服务 于 多 个 人 类 知识 领域 的 抽象 理 
论 , 必 然 有 其 丰富 的 内 涵 是 很 自然 的 . 另 一 方面 ,作为 一 种 典型 公理 化 建筑 的 
抽象 空间 理论 ,几乎 每 天 都 在 不 受 限 制 地 开 疆 拓 土 . 只 要 不 导致 逻辑 矛盾 ,人 
们 总 乐意 通过 引进 新 公理 来 扩大 现 有 的 概念 世界 ,这 就 使 得 新 的 空间 总 是 层 
出 不 穷 . 那些 有 着 坚实 背景 的 抽象 空间 , 固然 会 保持 其 长 久生 命 力 ; 而 那些 纯 
属 人 们 过 度 自由 的 想像 力 之 产物 的 空间 ,在 科学 理论 发 展 的 长 河中 ,不 过 是 稍 
纵 即 逝 的 流星 . 问题 在 于 ,在 数学 家 将 种 类 繁多 的 抽象 空间 理 出 一 个 头绪 来 之 
前 ,人 们 由 最 初 的 好 奇 所 激发 的 热情 ,或 许 早已 在 不 得 要 领 而 毫 无 所 获 的 随心 
游 菏 中 消耗 列 尽 . 对 于 抽象 空间 的 持久 兴趣 ,最 终 只 能 缘 于 需要 ,而 不 仅仅 因 
于 猎奇 . 而 人 们 的 需要 主要 集中 于 抽象 空间 理论 中 已 经 多 少 成 熟 , 且 被 证 明 拥 
有 广泛 应 用 的 部 分 . 将 这 一 部 分 以 某 种 概括 而 又 相对 简易 的 形式 介绍 给 读者 ， 
正 是 本 书 意 图 之 所 在 . 

基于 以 上 意图 ,本 书 选择 了 拓扑 空间 ,度量 空间 ,拓扑 向 量 空间 与 赋 范 空 
间作 为 主要 讨论 对 象 ,它们 在 现代 抽象 空间 理论 中 所 具有 的 基本 意义 ,似乎 是 
最 不 容 置疑 的 . 

除了 在 取材 方面 的 考虑 之 外 ,本 书 也 格外 着 意 于 揭示 抽象 空间 理论 构造 
所 循 的 某 些 一 般 模 式 . 不 同 种 类 的 空间 固然 因 其 公理 选择 的 不 同 而 结构 各 异 ， 
但 这 些 空间 理论 的 展开 仍然 呈现 出 高 度 的 类 似 性 ,以 致 人 们 从 异彩 纷呈 的 抽 
象 空间 谱系 中 能 看 到 某 种 和 谐 统 一 的 图 景 . 这 种 体验 ,无 论 对 于 持 欣 赏 眼光 的 
数学 家 ,还 是 对 于 更 多 地 持 实用 眼光 的 应 用 工作 者 ,都 是 十 分 有 益 的 . 

本 书 作 者 可 以 说 是 抽象 空间 理论 的 欣赏 者 与 使 用 者 ,不 过 在 写作 本 书 时 ， 
更 多 地 是 从 使 用 者 的 角度 来 考虑 的 ,这 或 许 更 能 与 多 数 读者 产生 一 定 程度 的 
共鸣 . 例如 ,大 多 数 定义 与 定理 都 表述 得 比较 概括 与 集中 ,便于 查询 ;再 如 ,与 
一 般 的 教科 书 不 同 ,本 书 将 空间 的 例子 集中 在 几 节 中 统一 处 理 , 这 对 于 使 用 抽 
象 空间 的 读者 进行 查考 似乎 更 方便 些 . 如 果 这 样 做 ,会 使 将 本 书 作为 人 门 读物 
的 读者 有 所 不 便 ,那么 ,作者 只 能 以 “天 下 事 势 难 两 全 ”为 憾 . 


作 者 
2003 年 8 月 于 武汉 
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abco A 
Bx 

B, (a) 
B, (a) 
B(X,Y) 
C 
CCX,Y) 
C(O) 
C0 (0) 
coA 
Xa 

D(F) 
d(xr,y) ,dl(7r,B),d(A,B) 
diam A 
dim X 
oA 

A 或 Ax 


号 员 一 “ 


符号 与 说 明 
二 答 生 雪 


集 A 的 补 

集 A 的 内 部 

A 的 极 集 

A 的 正 交 补 或 零 化 子 

集 A 的 闭 包 

弱 闭 包 

能 " 闭 包 

集 A 的 绝对 凸 包 

X 中 的 闭 单位 球 , Bx+ 也 写作 B” 
以 a 为 心 以 ~ 为 半径 的 开 球 

以 a 为 心 以 r 为 半径 的 闭 球 
关上 由 Y 决定 的 强 拓扑 
复数 域 

从 X 到 Y 的 连续 映射 之 全 体 . CCX) 一 C(X.K) 
上 的 C' 函数 之 全 体 

Q 上 有 紧 支 集 的 C" 函数 之 全 体 
集 A 的 凸 包 ; coA = coA 

集 A 的 特征 函数 

下 的 定义 域 

距离 

集 A 的 直径 

空间 X 的 维 数 

集 A 的 边界 

XXX 中 的 对 角 线 

单位 算 子 

X 上 的 单位 算 子 

A CX: 包含 映射 

通常 记 区 间 [0,1] 

等 于 R 或 C 

K 的 对 偶 锥 


Vi: 几 点 说 明 


Ker F 同 态 下 的 核 

L? p 次 可 积 函 数 空间 

的 本 性 有 界 函 数 空间 

1? 等 于 L?*(N,p) ,py 是 计数 测度 

1 (0) 等 于 L? (0,p) ,pn 是 计数 测度 
LCH 等 于 局 部 紧 Hausdorff 空间 

LCS 等 于 局 部 凸 空间 

LOX,YY 从 和 到 Y 的 连续 线性 算 子 之 全 体 , LOCX) = LL(X,X) 
MN) 人 上 的 正则 测度 空间 

4 通常 记 测度 

La 集 A 的 Minkowski 泛 责 

N 自然 数 集 

N(T) 算 子 工 的 零 空 间 

炎 ， 点 工 的 邻 域 系 

pl*) 通常 记 半 范 

P,P, 通常 记 投影 

Q 有 理 数 集 

R 实数 域 , R, = [0,==),R" = (R.)" 
R(F) 下 的 值 域 

Sx X 中 的 单位 球面 , Sx 也 写作 S: 
span A 集 A 的 线性 包 , span A = span A 
supp f 函数 三 的 支 集 

o( X,Y) X 上 由 站 决定 的 弱 拓扑 

T 通常 表 线 性 算 子 

Te 工 的 对 偶 算 子 或 相伴 算 子 

TVS 等 于 拓扑 向 量 空间 

r 或 rx X 上 的 某 个 拓扑 

出 通常 表 一 致 结构 或 某 个 集 族 
XZ 通常 记 抽象 空间 

X* 空间 X 的 拓扑 对 偶 

Z 整数 集 

Z， 非 负 整数 集 , Za = (2Z. )” 

A 定义 为 

口 定理 或 命题 证 毕 

CC 强 包 含 


二 、 几 点 说 明 


1. 引 证 ”$1.1(1) 表 $11.1 中式 (1), $1.1A 表 $1.1 中 A 段 ,1.1.1(;) 


几 点 说 明 "yi ， 


表 定 理 ( 或 命题 .定义 )1. 1. 1 之 (i),[1. p. 1] 表 参考 文献 [1] 中 第 1 页 , 余 类 推 
2. 指标 用 法 ”出 现 于 》 , [[ , U, mn 下 的 指标 通常 省 略 . 和 式 > ” aw， 

依 情况 可 写成 : 

> Zu Da 或 Zav 


n=} 


开 A,,，U A, 等 仿 此 .给 定 x € R" 或 + € R*, 自动 认定 += (zx;), 对 x 
TX; 仿 此 . 

3. 集 记号 集 {x EX:z 满 足 P} 常 缩写 作 X(P) 或 {P), 如 {ff 二 0)= 
{zr:/(7)0).A+B= {a 二 +b:a € A,bE B},A 十 7,AB 仿 此 . ,3,B,r 等 
记 集 族 . =U x=U {A:A € os 记 必 中 集 的 有 限 交 之 全 体 , FI 二 
{FA:AE€E ;HA’= {A :AE MAIHFIOYVYBE 3,IAE YACB;Y < 
HOVAE YIBE RACBE. 

4. 映射 记号 FF:DCX 一 Y 表 F:D ->Y 并 指明 D 看 作 X 的 子 空间 ， 
pl*,y) 表 映 射 + 一 g(x,y),【[ fi 记 f; 的 积 映射 , (f;) 记 ;的 对 角 线 映射 

5. 范 数 记 号 |， | 记 K" 中 的 Euclid 范 数 , 41， 1x 记 X 中 的 范 数 ， 
| 。 ll。 记 sup 范 数 ，|| .| ， 记 世 ” 范 数 ,不 必 区 别 时 , 赋 范 空间 X,Y,L(X， 
Y),X ”等 中 的 范 数 都 记 作 | 外. 1 ,1 。 1 或 1 。 外 .通常 记 半 范 族 . 

6. 零 记 号 数 零 . 零 向 量 . 零 算 子 与 零 泛 函 均 记 作 0. 

7. 极 限 记号 limz, 与 limxm 分 别 表 limz, 与 lm zm, limg(t) 一 
im 9(D ,二 记 一 致 收敛 ,一 记 弱 收敛, -~ 记 弱 " 收敛, -一 记 依 测度 py 收 
敛 , 世 w 记 L? 收敛 . 

8. 不 等 式 用 法 A 过 BOVa€ A,bE€EBia<b;A<b,A<b,f(A) 
f(B) 等 仿 此 ; /过 ge9YzeEDCp = D(g):f(z) 过 g(xz);f 二 g 念 此. 

9. const 的 用 法 ” 当 const 出 现在 式 子 中 时 , 它 表示 某 个 常数 ,其 具体 数 
值 难以 或 不 必 有 明确 写 出 . 

10. 其 他 约定 a V6b= max{la,b},a A b= min{a,b});sup 好 =— oo, 
inf ZG =o0; 当 GS = HC2 时 UNH= 8,N A= X. 
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在 现代 科学 中 ,抽象 空间 已 被 普遍 地 运用 ,大 概 不 再 有 人 怀疑 其 价值 了 . 
不 过 ,何谓 抽象 空间 ,并 无 严格 界定 . 通常 将 那些 或 多 或 少 类 似 于 平常 空间 的 
抽象 数学 结构 称 为 抽象 空间 ,从 高 度 抽象 的 拓扑 空间 ,到 很 接近 于 现实 空间 的 
高 维 Euclid 空间 . 本 书 给 出 那些 被 公认 为 最 有 价值 的 抽象 空间 的 一 个 导 引 性 
介绍 . 从 追求 简洁 与 逻辑 关系 的 清晰 考虑 ,我 们 应 从 最 一 般 的 拓扑 空间 开始 ， 
依次 进入 一 致 空间 ,度量 空间 ,拓扑 向 量 空间 等 ,直至 最 特殊 的 函数 空间 . 但 这 
样 一 来 ,我 们 就 会 失去 将 抽象 概念 与 具体 模型 交织 起 来 的 许多 机 会 . 弥补 这 一 
缺憾 的 方法 看 来 是 :一 开始 就 同时 给 出 将 要 论 及 的 所 有 空间 的 一 个 初步 描述 ， 
然后 再 逐一 深入 讨论 . 这 样 ,在 考虑 较 基本 的 空间 (如 拓扑 空间 ) 时 ,就 能 从 很 
宽广 的 背景 中 寻求 充分 具体 的 例证 . 这 就 是 这 个 绪论 所 要 起 的 作用 . 或 许 你 会 
耽 心 :一 开始 就 面 对 一 大 堆 抽 象 概 念 ,可 能 会 因 不 得 要 领 而 失去 信心 . 实际 上 ， 
你 只 需 对 本 章 稍 作 浏览 就 不 妨 转 和 人 其 后 各 章 , 只 是 到 有 需要 的 时 候 , 才 回 到 本 
章 仔 细 阅 读 相关 的 细节 . 
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像 抽 象 空间 这 样 高 度 一 般 化 的 论题 ,必然 完全 在 集 论 的 形式 语言 下 处 理 . 
因此 , 集 论 的 基本 用 语 、 记 号 与 表达 方式 ,在 本 书 中 是 不 可 缺少 的 ,这 些 在 本 节 
中 以 最 简略 的 形式 加 以 介绍 . 


A. 集 与 集 族 


给 定 集 X. 表示 一 集 AC X 的 标准 方式 是 
A 二 {rE€ X:7r 满足 P}， (UD 

其 中 己 是 某 个 与 X 中 的 元 有 关 的 命题 或 条 件 . 通常 将 (1) 简 写成 A 二 X(P) 
或 A== {(P 成 立 ). 例如 , 若 f:X 一 R,A 是 f 在 X 上 的 零点 之 全 体 , 则 A 可 表 
为 X(f = 0), 或 更 简单 地 就 写作 {f = 0}. 

集运 算 的 记号 是 标准 的 ,假定 已 为 读者 所 熟知 . 差 集 写作 A\B, 而 将 记号 
A 一 B 保 留 给 代数 系统 使 用 . 总 以 A: 表示 补 集 X\A(A CX), 只 要 所 用 X 是 
明确 的 . 以 Xa 记 集 A 的 特征 函数 , 即 Xa(x) 二 1(x € A) 而 Xa(y) 二 0(yE€ 
A’). 


Dre 第 1 章 绪 论 


以 2* 记 X 的 子 集 之 全 体 , 称 之 为 X 的 宕 集 . 2* 的 子 集 称 为 集 族 ,通常 记 
以 字母 sw, 9,p,r 等 .本 书 中 将 大 量 运 用 集 族 ,一 些 与 之 有 关 的 记号 与 用 语 , 综 
述 于 下 . 任 给 .YC 2*，, 约定 
U x=U {A.A € 3Y, 
N=N {A:AE ww. 
U 3 也 记 作 到 . 若 冯 = (2 表 空 集 ), 则 约定 = 名 而 由 N= X. 令 


3 二 { 门 :多 是 . 必 的 有 限 子 族 }， (2) 
Y= {A:AE YY. (3) 
若 儿 EE 六 , 则 称 /为 有 限 相交 族 . 若 ,2 CC 2*, 则 约定 
JHBOVvBE 3,IAE€ YACB; (4) 
YY<BFOVAE YIBE HACB. (5) 


FB 意味 着 上 {1B}. 显然 
HHHRF<y.. 

运用 以 上 记号 ,可 将 一 些 概念 表述 得 很 简单 . 下 面 就 是 一 例 . 

1.1.1 定 义 若非 空 集 族 %C 2* 满足 条 件 : 

(DO EY; 

(DA,BE yANBE wy,; 

GAHFACX=>AECw, 
则 称 为 X 上 的 一 个 滤 子 . 若 是 一 个 滤 子 , 3 C 必 满 足 F 上 x (或 38' 上 
:5， 则 称 名 为 之 的 一 个 滤 基 (或 子 滤 基 ). 

显然 ,定义 1. 1. 1 中 的 条 件 (iD 可 缩写 成 sw = 改 ( 用 (2)). 

1. 1.2 命题 若非 空 族 3C 2* 满足 条 件 : 

(MO ED; 

(Gil YA,BE ,有 多 | A Nn BGG FF 上 3'), 
则 多 是 某 个 滤 子 YC 2* 的 滤 基 . 若 仅 假定 多 是 有 限 相交 族 , 则 38 是 某 个 滤 子 
尽 的 子 滤 基 , 且 YY 是 X 上 包含 的 最 小 滤 子 , 称 为 由 多 生成 的 滤 子 . 

证 在 条 件 (i),(ii) 下 , 易 验 证 Y 会 {A CX:8| A} 是 以 儿 为 滤 基 的 江 
子 .车 名 是 有 限 相交 族 , 则 B” 必 满足 条 件 (i) , (ii) ,因而 是 某 个 滤 子 的 滤 基 . 

图 

若 了 是 一 非 空 集 ,每 个 ;E 了 对 应 一 个 集 A; CX, 则 亦 称 {Ai:i€E 了 为 X 
上 的 一 个 集 族 ,通常 简写 作 {A,}. 这 种 集 族 与 作为 2* 子 集 的 集 族 在 概念 上 并 
不 一 致 ,但 今后 并 不 严格 区 别 . 用 得 较 多 的 是 {A, :i E N} 这 种 特殊 情况 ,此 时 
称 (A,) 为 集 列 . 若 4A， CA (或 4 也 A) = 1,2,.…， 则 称 {A;} 为 升 列 
(或 降 列 ). 

任 给 集 XX, , Xs ,……，,X,, 称 
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[[ X; = {Cra Ti) TE Xl Cin)} (6) 
i=1 
为 集 X;(1 达 i 过 ) 的 积 集 , 亦 记 作 XXX X… XX,; 当 X; 二 X(l 过 i 过 
n) 时 约定 [| X; = X", 称 它 为 X 的 n 重 积 . 


B. 关系 与 映射 


任 给 非 空 集 X 与 Y, 不 妨 将 二 者 看 作 抽 象 变 量 x 与 y 的 变 域 . 这 就 自然 
提出 一 个 问题 ;如 何 一 般 地 界定 zz 与 y 相关 ? 如 果 不 加 任何 特殊 限制 ,关系 概 
念 的 形式 定义 就 如 下 面 所 述 这 样 简单 . 

1.1.3 定 义 设 X 与 Y 是 两 个 非 空 集 .任何 子 集 下 CXXY 称 为 一 个 从 
X 到 Y 的 关系 ; 当 (x,y) € 下 时 说 x 与 y 为 FF 相关 , 记 作 xFy 或 y € Fr. 若 
下 CX XX, 就 说 下 是 X 上 的 一 个 二 元 关系 . 

任 给 下 CXXXY,A CX, 约定 


F(A)= {y EY:Ir€ A, 使 (x,y) € FF}; (7) 

令 Fr 二 F({7x)). 显然 (A) ==UzeaFxr. 若 GCYXZ, 则 令 
GeoF={(r,z): JyEY, 使 z€ Gy,y € Fr}; (8) 
Fl = {(y,7r):(r,y) € F}, (9) 


称 G。 下 为 G 与 下 的 复合 关系 , 称 天 :为 下 的 逆 关 系 . 令 D(F) = FI(Y)， 
R(F) 二 F(X), 二 者 分 别称 为 下 的 定义 域 与 值 域 . 显然 D(F) = R(F'). 若 
FCXXX,F = 户 ', 则 说 下 是 对 称 的 ;车 下 -下 CC 下, 则 说 下 是 传递 的 ; 若 
AA{(r,r):r €E X} CE, 
则 说 下 是 自 反 的 ;上 述 的 A 称 为 XxX 的 对 角 线 , 亦 记 作 Ax. 若 下 是 对 称 的 、 
传递 的 与 自 反 的 , 则 称 下 为 一 个 等 价 关系 . 
给 定 下 CXXY, 每 个 x EX 确定 地 对 应 一 个 集 Fr CY. 因此 ,下 可 理 
解 为 如 下 的 对 应 规则 : 
F.X— 2’, r— Fr. (10) 
若 将 每 个 y € Fx 理解 为 F 在 x 取 的 值 , 则 可 以 说 对 应 (10) 确 定 一 个 多 值 函 
数 (或 集 值 函 数 ). 应 用 上 最 重要 的 是 以 下 特殊 情况 : Y x € X,Fz 恰 含 一 个 元 
素 , 就 写作 Fx, 则 对 应 (10) 可 写成 
F:X—Y, rkr, (10)" 
此 时 称 下 为 从 X 到 Y 的 一 个 映射 . 映射 也 称 为 函数 、 算 子 、 变 换 等 ,这 些 都 看 
作 同 义 语 ,实质 上 并 无 区 别 . 今后 总 是 以 下 :X 一 Y 表示 下 是 从 X 到 YY 的 映射 
这 一 事实 . 若 F:X 一 Y,RCF) 王 Y, 则 称 下 为 满 射 ; 若 下" 是 映射 , 则 称 下 为 
单 射 ; 若 下 同时 为 单 射 与 满 射 , 则 称 下 为 双 射 . 下 :X 一 Y 是 双 射 的 充 要 条 件 
是 ;存在 映射 G:Y -> X, 使 得 
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GoF=1x, F.G= 1y, 
其 中 1x = Ax 称 为 X 上 的 单位 映射 或 单位 算 子 , 亦 记 作 I. 
设 FCXXY,GCYX2Z,A,A; CX(iE D. 以 下 公式 是 常用 的 ， 


(FT=F, (Ge.F)1=F'!.G, (11) 
F(UA,) =U F(A,), (12) 
F(NA;) CN F(A,), (13) 
(G °F)(A) = G(F(A)). (14) 
若 开 "是 映射 , 则 (13) 为 等 式 ; 若 F7! 是 映射 且 RCF) 二 Y, 则 
F(4A-) = (F(A)).. (15) 


着 FCGCXXY, 则 称 G 为 下 的 扩张 , 称 下 为 G 的 限制 . 以 上 所 述 自然 都 可 
用 于 F,G 是 映射 的 情况 . 不 过 对 映射 F;X 一 Y 有 以 下 特殊 结论 : FF- 恒 为 
映射 , 目 FF C 1y,F7'F 恒 为 等 价 关系 . 因此 ,对 ACCX,BCY 有 
FF COB)CB， ACF'FA). (16) 

当下 为 满 射 时 (16) 的 第 一 个 包含 为 等 式 . 

对 于 映射 下: 一 Y,A CX, 今后 将 用 较 简 便 的 记号 FA 二 F(A), 并 用 
FA 表示 下 在 A 上 的 限制 , 即 玉 | A:A 一 了 ,x 一 Fr. 以 i:A CX 记 包 含 映 
射 , 即 ; 一 了 | A. 


C. 序 结构 


1.1.4 定 义 设 久 是 一 非 空 集 , 三 是 XX 上 的 一 个 二 元 关系 ,给 定 以 下 条 
件 ， 

(Ai) 反对 称 性 : zy 人 x >t = y(r,y € X); 

(A:) 完全 性 : Vz,yE X,r+ 过 yy 与 y 过 x+ 必 居 其 一 ; 

(A;) 良 序 性 :着 全 关 ACX, 则 Ja€ A,YrE€ Aia 过 x. 

若 入 是 自 反 的 与 传递 的 , 则 称 过 为 拟 序 ; 满足 条 件 (A， ) 的 拟 序 称 为 半 序 或 偏 
序 ; 满 足 条 件 (A: ) 的 半 序 称 为 全 序 ;满足 条 件 (A; ) 的 全 序 称 为 良 序 . 当 去 是 拟 
序 时 称 X 或 (X, 去 ) 为 拟 序 集 ; 类 似 地, 半 序 集 .全 序 集 与 良 序 集 的 意义 是 自 
明 的 . 

记 包 全 本 身 已 经 显示 出 关系 x 过 y 指示 出 z 与 y 之 间 的 某 种 顺序 ;这 种 
顺序 关系 未 必 就 是 通常 的 大 小 关系 ,但 与 大 小 关系 确 有 明显 类 似 之 处 ,因而 促 
使 人 们 将 基于 大 小 关系 的 一 些 概念 移植 到 序 结构 中 来 . 

1.1.5 定 义 设 (X, 和 过) 是 一 半 序 集 , A CX. 若 5E X,A 去 0( 这 意味 
着 Va € A, 有 a 三 6 ), 则 称 56 为 A 的 上 界 . 若 b 是 A 的 上 界 且 A 的 任 一 上 界 
0 宇 b(b 达 50), 则 称 6 为 A 的 最 小 上 界 或 上 确 界 , 它 必定 是 唯一 的 , 记 作 
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supA, 若是 4 的 上 界 且 5 € A, 则 称 2 为 A 的 最 大 元 . 若 EA 且 0 委 aE 
A 二 5 二 a, 则 称 65 为 A 的 极 大 元 . 

类 似 地 ,可 定义 下 界 、 下 确 界 (inf 4A) .最 小 元 与 极 小 元 . 

直接 从 定义 看 出 ,最 大 元 必定 是 极 大 元 与 上 确 界 ,在 全 序 集中 最 大 元 与 极 
大 元 等 价 . 除 此 之 外 ,在 最 大 元 、 极 大 元 与 上 确 界 三 者 之 间 , 并 不 存在 必然 联 

关于 极 大 元 的 以 下 结论 是 许多 重要 数学 定理 证 明 的 基础 ,而 它 自身 却 不 
能 被 独立 证 明 , 因 而 只 能 作为 一 条 公理 使 用 . 

1. 1.6 极 大 原理 ” 若 半 序 集 X 的 每 个 全 序 子 集 有 上 界 , 则 X 至 少 有 一 个 
极 大 元 . 


D. 基数 与 可 数 性 


一 个 简单 但 不 被 人 注意 的 事实 是 ;一 个 自然 数 n, 原 不 过 是 含 ”个 元 素 的 
所 有 集 组 成 的 集 类 的 等 价 物 . 这 一 想法 可 加 以 推广 . 

1.1.7 定义 ” 任 给 集 A,B, 车 存在 一 个 从 A 到 B 的 双 射 , 则 说 A 与 B 有 
相同 的 基数 ,写作 | A |==1B|, 并 称 | A | 为 A 的 基数 . 若 存 在 一 个 从 A 到 B 
的 单 射 , 则 约定 | A | 委 | B 1; 规定 

|iAlI<IBISIA|<IBIzIAT. 

当 A 是 含 n 个 元 的 有 限 集 时 ,自然 将 | A | 理解 为 n, 约定 | 名 | 二 0. 对 
于 无 限 集 A, 通常 也 用 一 个 字母 如 a 记 |Aj, 且说 “A 含有 ea 个 元 ”. 但 这 一 说 
法 并 不 具有 比 定义 1. 1.7 所 赋 有 的 更 多 的 含义 . 

一 个 具有 重大 意义 的 基本 结论 是 ,基数 间 的 关系 委 ( 依 定义 1. 1. 7) 是 一 
个 全 序 , 它 可 看 作 自 然 数 大 小 顺序 的 扩充 . 约定 二 | N |,c 二 | R|, 熟知 一 

若 A 是 一 个 集 , | A | 之 w, 则 称 A 为 可 数 集 . 显然 , 非 空 集 A 可 数 的 充 要 
条 件 是 : A 的 全 体 元 素 可 排列 成 一 个 有 限 或 无 限 序列 . 但 据 此 来 判定 可 数 性 
却 不 易 成 功 ,因而 需要 一 些 间 接 的 判别 法 . 常用 的 方法 综合 在 以 下 定理 中 . 

1. 1.8 定理 给 定 集 A, 以 下 每 个 条 件 蕴涵 A 的 可 数 性 : 

(i) 存在 可 数 集 B 与 单 射 F;A -> B (或 满 射 F:B-> A ); 

(ii) A 是 可 数 个 可 数 集 之 并 ; 

(iii) A 是 有 限 个 可 数 集 之 积 集 ; 

(iv) 存在 可 数 个 可 数 集 I,(n € N), 使 A 可 表 成 
A= {rv E hl<kEnnE N). 

证 G) 车;,A 一 B 是 单 射 , 则 |A|<IBl<<w 二 14|<w. 若 F:B 一 
A 是 满 射 ,不 妨 设 B= {651 ,by ,…}), 则 A 二 {21,Fb:,…}), 顺 次 除去 其 中 重复 
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的 元 , 知 A 为 可 数 集 . 

0 个 妨 设 A 二 U7 A,,A, 二 faw:kE N).A= {qx :nkE N) 显然 可 写 
成 一 个 序列 ,除去 其 中 重复 的 元 后 知 A 为 可 数 集 . 

407) 只 需 考 虑 A = Bx C,B,C 可 数 . Vb € B,C, 会 {5} XC 显然 可 数 ， 
因此 4 二 U {1G,:6b € B) 为 可 数 集 . 

(iv) A 可 表 成 A = UFA,, 其 中 
A = ria ti €E hl LhZH). 
对 应 

lI > A,，, 人 
显然 是 一 满 射 ,于 是 结合 已 证 的 (D ~-(iii) 知 A 为 可 数 集 . 

若 A,B 是 两 个 良 序 集 ,存在 保 序 双 射 FA >、 B ( 保 序 意味 着 了 二 y 后 
到 委 民 zyEA) 则 说 4 与 召 有 相同 的 序数 , 记 作 o(4) = o(CB), 并 称 
0( 有 A) 为 4 的 序数 . 显然 o(4) 0(B) 全 141 一 | 号 1, 因此 每 个 序数 对 应 唯 
一 一 个 基数 , 称 为 该 序数 的 基数 . 任 给 序数 KV 以 gly) 记 j 的 基数 .反之 , 任 给 
茜 数 a， 必 有 最 小 的 序数 ,使 4 一 (jo) ,将 此 六 记 为 Wo) 若 ocA) 二 0B， 
二 6, 存在 名 € B, 使 集 {6€ B,b 一 b,} 有 序数 a, 则 规定 a 二 8 或 8 汪 a, 集 
fa:a 是 序数 月 a 二 8) 的 序数 为 8. 

任 给 序数 ww, 称 x 十 1 为 其 后 继 序数 ,而 称 为 十 1 的 前 趋 序数 . 知 y 有 
前 趋 序数 或 y = 0, 则 称 为 孤立 序数 ; 非 孤 立 序数 称 为 极限 序数 ylw) 是 最 
小 的 无 限 序数 ,因而 是 极限 序数 , 仍 记 作 w 以 wl 记 最 小 的 不 可 数 序数 , 它 亦 
是 极限 序数 , 车 a; < wi (i € N)， 则 可 证 明 sup w 二 wi. 


E. 数学 结构 


在 最 一 般 的 意义 上 ,现代 数学 可 看 作 以 各 种 数学 结构 为 研究 对 象 的 学 科 - 
此 处 不 拟 对 数学 结构 作 完全 严格 的 描述 ,只 是 给 出 一 个 最 粗略 的 义 面 . 一 个 数 
学 结构 (或 称 数学 系统 ) 包 含 三 个 要 素 ， 

(CD 对 象 集 X (或 若干 对 象 集 X,G6 等 ) ' 它 提供 系统 所 要 研究 的 对 象 或 元 
素 , 当 将 X 看 作 抽象 空间 时 ,通常 将 其 中 的 元 素 称 为 点 . 

(ii) 一 组 关系 (或 映射 ) {R;), 每 个 RR， 描述 了 对 象 间 的 某 种 关联 ,从 而 在 
原 不 过 是 抉 白板 的 对 象 集 上 赋予 了 一 定 的 结构 . 

(0) 一 组 公理 {A;), 它们 规定 了 关系 或 映射 R， 所 应 服从 的 规则 . 

由 上 述 三 要 素 组 成 的 逮 辑 系统 ,原则 上 涵盖 了 现代 数学 可 能 处 理 的 所 有 
系统 ,作为 一 种 理论 构建 模式 ,其 发 展 空间 实际 上 是 无 限 的 . 以 上 描述 仅仅 指 
明了 数学 结构 的 最 一 般 特征 ,这 丝毫 也 不 限制 个 别 的 数学 系统 在 结构 上 的 多 
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样 性 与 丰富 性 . 一 般 来 说 ,一 个 系统 的 结构 愈 简单 ,就 愈 可 能 成 为 较 复 杂 系统 
的 基础 ,因而 愈 有 普遍 价值 . 被 公认 为 最 具 普 遍 价值 的 三 种 基本 数学 结构 是 : 
序 结构 .代数 结构 与 拓扑 结构 ,其 他 数学 结构 大 多 是 这 些 基 本 结构 的 综合 与 
细 化 . 序 结构 也 许 是 最 简单 的 数学 结构 ,在 第 C 段 中 对 它 所 作 的 初步 描述 可 
以 说 典型 地 表现 出 数学 结构 的 基本 特征 . 在 $ 1. 2 中 我 们 将 简要 地 谈 到 代数 


结构 ;而 对 于 抽象 空间 理论 最 重要 的 拓扑 结构 ,将 是 本 书 要 重点 阐述 的 对 象 


之 一 . 
对 于 理解 数学 结构 很 重要 的 一 点 是 ,应 注意 数学 结构 的 对 象 集 固然 是 个 
可 缺少 的 ,但 其 具体 形式 则 不 是 本 质 的 ,本 质 的 东西 只 是 决定 结构 类 别 的 关系 
与 公理 . 如 果 两 个 同类 数学 结构 在 某 一 变换 之 下 能 实现 其 构成 监 素 之 间 的 一 
一 对 应 ,那么 就 可 以 认为 二 者 并 无 实质 区 别 . 因此 ,在 现代 数学 结构 理论 中 ,各 
种 含义 的 同 构 及 同 构 变 换 下 的 不 变量 概念 具有 最 重要 的 意义 . 

本 书 致力 于 考虑 的 抽象 空间 ,通常 是 多 种 基本 结构 的 复合 , 唯 其 如 此 ,其 
中 才 可 以 展开 适合 应 用 需要 的 丰富 理论 . 当 多 种 结构 共存 于 一 个 底 空间 ( 即 前 
述 的 对 象 集 X ) 上 时 ,重要 的 问题 是 这 些 结构 是 否 彼此 相 容 ? 相 容 性 的 含义 
因 情 况 而 异 . 如 对 于 拓扑 代数 系统 而 言 , 拓 扑 结构 与 代数 结构 相 容 意味 着 代数 
运算 是 连续 的 ,这 种 相 容 性 显示 出 两 种 结构 并 列 地 结合 的 特征 . 男 一 方面 ,一 
个 空间 上 的 拓扑 结构 与 度量 结构 相 容 则 意味 着 拓扑 恰 由 度量 生成 ,这 种 意义 
上 的 相 容 显然 带 有 从 属 关系 的 特征 . 由 一 个 给 定 的 结构 (如 度量 ) 衍 生出 抽象 
层次 上 更 基本 的 结构 (如 一 致 结构 与 拓扑 ) ,是 抽象 空间 理论 的 基本 特征 之 一 


31.2 代数 系统 


简单 说 来 ,所 谓 代数 系统 就 是 定义 了 若干 代数 运算 并 满足 一 定 运算 规则 
的 数学 结构 . 本 书 考虑 的 几 类 主要 抽象 空间 ,如 拓扑 向 量 空间 与 Banach 空间 ， 
都 是 代数 系统 . 因此 ,关于 代数 系统 的 某 些 基本 知识 是 阅读 本 书 所 必需 的 . 


A. 基本 代数 结构 


设 X 是 一 非 空 集 . 任何 映射 8;:X -> X 可 解释 为 X 上 的 一 个 一 元 运算 ,而 
任何 映射 p;XXxX 一 和 都 可 称 为 X 上 的 二 元 运算 ,不 妨 约定 称 p 为 乘法 (或 
加 法 ) ,相应 地 将 p(x,y) 写作 zy (或 x 十 y ). 当然 , 仅 当 这 样 的 运算 具有 多 少 
类 似 于 平常 乘法 (或 加 法 ) 的 性 质 时 , 才 有 可 利用 的 价值 . 

1L.2.1 定 义 设 非 空 集 X 上 定义 了 一 个 二 无 运算 (姑且 称 作 乘 法 ), 它 满 


@ 如 -一 些 作者 所 指出 的 .测度 结构 的 基本 性 亦 是 众 所 公认 的 . 
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足以 下 群 公理 : 

(G1) 结合 律 : (zy)z = 二 x(yz)(x,y,z € X); 

(Gs) 单位 元 :存在 e € X, 使 得 er 二 x 二 xe(Vx EXX), 易 推出 这 样 的 
e 必 唯 一 , 称 它 为 群 单位 元 ; 

(Gs) 可 道 性 : Vx € X, jyE€ X, 使 得 ry = yxr = e, 可 验证 这 样 的 y 由 
工 唯一 决定 , 称 为 工 的 逆 元 , 记 作 x， 

则 称 X 为 一 个 群 ; 若 X 还 满足 公理 

(G4) 交换 律 : zy 二 yr (x,y € X)， 
则 称 X 为 交换 群 或 Abel 群 . 

群 X 中 的 运算 亦 可 称 为 加 法 ,当然 ,这 样 一 来 就 应 将 定义 1. 2. 1 中 的 xy 
改 为 z 十 y, 而 单位 元 与 逆 元 则 分 别 改 称 为 零 元 与 负 元 ,并 分 别 改 用 记号 0 与 
一 Xx， 当 和 需要 强调 群 X 中 的 运算 称 作 乘法 (或 加 法 ) 时 , 称 X 为 乘法 群 (或 加 
群 ). 说 到 加 群 时 ,通常 总 假定 它 是 交换 群 . 典型 的 加 群 是 R", 其 中 的 加 法 就 是 
通常 的 向 量 加 法 . 

1.2.2 定义 设 XX 是 一 个 加 群 , K 二 RR 或 C, 对 XX 定义 了 数 乘 运 算 KxXX 
一 X,Caz) 一 ar ( 称 ar 为 a 与 x 的 乘积 ) ,使 得 以 下 条 件 满足 : 

(iD) 分 配 律 : a(x 十 y) = 二 ar Tay,(a 二 Pr =ar 二 pr; 

(ii) 结合 律 : (a8)x = a(Rr); 

(ii 17 一 Z( 以 上 a8EK,zryEX)， 

则 称 X 为 玉 上 的 向 量 空间 , 称 X 中 的 元 为 向 量 ; 当 开 一 R (或 C) 时 称 X 为 实 
(或 复 ) 向 量 空间 . 

问 量 空 间 中 的 加 法 与 数 乘 合 称 为 线性 运算 . 

1.2.3 定 义 设 X 是 K 上 的 向 量 空间 ,其 中 定义 了 一 个 乘法 XXX->X， 
Cry) 一 xy，, 它 满足 以 下 条 件 : 

(i) 结合 律 : (zy)z 二 x(yz); 

(ii) 分 配 律 ; x(y 十 z) 三 zy 十 zz Cr 二 yz 一 zz 十 光 ; 

(iiDa(xy) = (ar)y = x(ay) (以 上 aEKzryzEX)， 

则 称 立 为 K 上 的 代数 ; 当 一 R (或 C) 时 称 X 为 实 ( 或 复 ) 代 数 ; 当 乘 法 满足 
交换 律 时 , 称 X 为 交换 代数 . 
设 Q 是 一 非 空 集 , X 由 某 些 从 如 到 KK 的 函数 组 成 . 任 给 w,8E K,x,y E€ 
X, 定义 
(az 十 房 )0 一 oz 十 所 (CD， 
(XTy)(t) = rx(1) y(t) 
若 恒 有 ur 十 办 EX( 以 及 zy EX), 则 XX 是 K 上 的 向 量 空间 (K 上 的 交换 代 
数 ). 应 用 上 常见 的 向 量 空间 几乎 都 以 上 述 函 数 空间 的 形式 出 现 . 


(t+ € 0). (1) 
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下 面 以 X 泛 指 群 . 向 量 空间 与 代数 三 者 中 任 一 种 . 任 给 A,BCX,aE€ K,， 
约定 
A+B= {a+b:a € A,b € B), 
AB= (aw:a€ A,b EB}, 
oA = {ar:r € A), 
只 要 其 中 的 4a 十 5,ab ,ar 有 定义 . 仿 此 a 十 B,aB ,A-! ,Kz 等 记号 的 意义 自明 . 
若 X 是 一 个 群 , X 的 非 空 子 集 4 依 X 中 的 运算 亦 构 成 群 , 则 称 A 为 X 的 
子 群 . 类 似 地 可 定义 向 量 空间 (或 代数 ) 的 子 空间 (或 子 代 数 ). 设 名 关 ACX. 
若 XX 是 乘法 群 , 则 A 是 X 的 子 群 的 充 要 条 件 是 


AA™"CA. (2) 
者 X 是 K 上 的 向 量 空间 , 则 4 是 X 的 子 空间 的 充 要 条 件 是 
oABACA (Va,pE K). (3) 


奉 XX 是 代数 , A 是 其 子 空间 , 则 A 是 子 代数 的 充 要 条 件 是 AA CA. 若 将 此 条 
件 加 强 为 


XACA 4XCA， (4) 
则 称 A 为 X 的 双边 理想 . 若 群 X 的 子 群 A 满足 条 件 
xz 一 Ar (VrE€A), (5) 


则 称 A 为 X 的 正规 子 群 . 显然 ,交换 群 的 子 群 丝 为 正规 子 群 . 
B. 同 态 与 同 构 


T(xy) = Tr» Ty (x,y € X), (6) 
则 称 了 为 群 同 态 . 若 X,Y 是 K 上 的 向 量 空间 , 工 满足 条 件 
Tar py) = 一 adJz 十 PTy (ap E K,r,y € X), (7) 


则 称 了 为 线性 同 态 或 线性 算 子 ;从 X 到 K 的 线性 算 子 称 为 线性 泛 函 . 若 X,Y 
是 K 上 的 代数 , 工 同时 满足 条 件 (6) 与 (7), 则 称 工 为 代数 同 态 . 在 以 上 三 种 情 
况 下 , 记 TE Hom(CX,Y), 上 且 当 了 是 单 射 、. 满 射 或 双 射 时 分 别称 T 为 单 同 态 、 
满 同 态 与 同 构 ; 群 向量 空间 与 代数 之 间 的 同 构 分 别称 为 群 同 构 .线性 同 构 与 
代数 同 构 . 

概括 地 说 , 工 E Hom(X,Y) 保持 X 中 的 运算 ,这 意味 着 : 若 zi ,x ，…m 
EX,p(zis rr) 是 ,Ta，…,xs 经 X 中 的 运算 得 出 的 式 子 , 则 

To(xiyr2 Ta) 一 DCT TrayTro). (8) 

例如 , 若 关 ,7Y 是 K 上 的 向 量 空 间 , @; € K,x; € XQ 过 i 之 nn), 则 


T( Dairi)= DaiTr. (9) 
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设 工 E Hom(X,Y)， 利用 式 (6),(7)( 或 其 -一般 化 (8)) ,容易 推出 以 下 事 
实 . 车 A CX 是 子 群 (或 子 空间 、 子 代数 ), 则 TA 是 了 的 子 群 (或 子 空间 、 子 代 
数 ), 若 X,Y 是 乘法 群 , e € Y 是 单位 元 , 则 Tri(e) 是 X 的 正规 子 群 ; 若 六 ,Y 
是 长 上 的 向 量 空间 (或 代数 ), 0 E Y 是 零 元 , 则 工 !(0) 是 X 的 子 空 间 ( 或 双 
边 理想 ), 上 述 的 1(e) 或 T (0) 称 为 同 态 工 的 核 或 同 态 核 , 记 为 Ker 工 对 
于 线性 同 态 工 则 常用 记号 N(T) = Ker T, 且 称 N(T) 为 工 的 零 空间 , 显然 ， 
TE Hom(X,Y) 是 单 同 态 会 Ker 工 是 单元 素 集 . 


C. 积 结构 
我 们 分 集 论 与 代数 系统 两 个 层次 考虑 积 结构 . 
首先 定义 积 集 . 给 定 一 族 集 X,(i € DD, 令 
X= {zl>UX, lx) € XVi€ D)), (10) 
称 X 为 XiGeE 了) 的 积 集 , 记 作 [] ,,X; 或 Xi. 通常 将 积 集 X 中 的 元 x 写 
作 (xz), 其 中 zx 一 x0) 称 为 x 的 “第 i 坐标 ”. 这 样 ,一 般 的 积 集 就 具有 了 很 接 
近 于 有 限 积 ( 依 %1. 1(6)) 的 外 观 . 任 给 i € 71, 称 映射 
Pi:X—> X;, xr; (11) 
为 投影 , 它 显 然 是 一 个 满 射 ,后 面 将 作为 描述 积 结构 的 一 个 主要 工具 . 若 4 亡 
Xi(i € 了 ), 则 有 自然 的 包含 


IlA.c IlLx.. 
显然 | A; = 2 今 菜 个 A = 2 0. 容易 验证 
1[A4;=N PiA.. (12) 


若 X; 二 YCiE 也, 则 记 [[X; 为 Y'. 依 (10),Y!' 就 是 从 1 到 YY 的 映射 之 
全 体 . 因此 ,给 出 一 个 映射 F;X ->Y, 无 非 就 是 给 出 一 个 元 FE Y*. 注意 YY 
实质 上 仅 决定 于 7 的 基数 . 若 | [= ”E N, 则 记 Y' 为 产 , 它 就 是 $1.1A 中 
界定 的 ? 重 积 ; 若 11|==w, 则 记 Y!' 为 痰 ,Y 就 是 Y 中 的 无 限 序列 之 全 体 ,如 
R* 即 无 限 实数 列 之 全 体 . 

联系 于 积 集 有 两 种 构成 映射 的 方法 . 首先 , 任 给 一 族 映 射 忆 :0 X,(i ec 
DD, 可 唯一 地 构成 映射 

F.0—> |[X;,w > (Fiw). (13) 


OD 严格 地 说 [] 4; = 名 一 某 个 A; = ”依赖 于 选择 公理 . 
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记 这 样 的 下 为 (F;), 称 它 为 Fi(i € D 的 对 角 线 映射 , 称 已 为 F 的 “第 i 分 
量 ” 注意 ,任何 映射 :0 -> [| X; 都 可 写成 下 = (F;), 只 要 令 FF = PF,P; 


依 (11). 
其 次 , 若 给 定 一 族 映 射 F;:X; 一 Y;(i € ), 则 可 定义 所 谓 积 映射 
IF: TX > LY > Pa). (14) 
例如 ; 当 了 二 {1,2) 时 对 (x1,74) © Xi xX Xs 有 
(Fl XxX F,)(xi,xz) = (Fx, Fr). (14) 


现在 转向 代数 层面 上 的 积 结构 . 设 X;(i € 1) 是 一 族 同类 代数 系统 , X 三 
[TX;. 我 们 的 问题 是 :应 如 何 将 XX 定 义 为 与 X; 同 类 的 代数 系统 ,使 得 每 个 投 
影 已 为 同 态 ? 这 一 问题 的 解答 原来 很 简单 : 设 g(x,y,… ,ww 是 所 论 代数 系统 
中 的 运算 , 则 P; 为 同 态 意味 着 (参照 (8)) 

Pip(zrya) = plPix ,Piy,**, Pia), 
Pr yl) = (pri Yi si)), (15) 
(15) 唯 一 地 决定 了 积 结构 中 运算 的 定义 . 
具体 地 说 ,车 X;(i € D) 是 乘法 群 , 则 在 X = [][ X 中 定义 乘法 : 


Zy 一 《2iyi) (zyyE X); (16) 
若 X(i € D) 是 K 上 的 向 量 空间 , 则 在 XX 中 定义 线性 运算 : 


在 以 上 两 种 情况 下 ， 易 验证 X 成 为 乘法 群 或 K 上 的 向 量 空 间 ， 分 别称 为 Xi 
ED 的 积 群 与 积 向 量 空间 (简称 积 空 间 ). 类 似 地 可 考虑 积 代 数 . 直观 上 ， 
(15)~(17) 无 非 是 说 ; 积 结构 中 的 运算 归结 为 依 坐标 运算 ,因此 自然 服从 同样 
的 运算 规则 . 

积 空 间 的 一 个 最 常用 的 例子 是 K?, 此 处 0 是 任 给 非 空 集 , 而 K 既 可 看 作 
向 量 空间 ,又 可 看 作 代数 ,因而 依 上 面 的 讨论 , K? 是 一 个 KK 上 的 向 量 空 间 ( 同 
时 也 是 一 个 代数 ) ,其 中 的 运算 就 是 通常 函数 的 按 点 运算 . 本 书 将 考察 的 许多 
函数 空间 , 正 是 这 种 K? 的 子 空间 . 


D. 商 结构 


我 们 站 村 从 入 新 全 信用 了 吉 构 . 
定 非 空 集 X, 设 尺 是 X 上 一 等 价 关 系 ,这 意味 着 ACR,R= R'， 
RR 1B). 为 简单 起 见 ,下 面 记 xRy 为 x 一 y. 令 
T= Rr) = {yE€E X:y ~ 7), (18) 
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称 3 为 含 x 的 等 价 类 . 从 尺 为 等 价 关系 容易 推出 ,两 个 等 价 类 他 与 了 要么 重 
合 ,要 么 互 不 相交 , X 中 等 价 类 之 全 体 构成 一 集 义 , 称 为 X 关 于 R 的 商 集 ,也 
记 作 X/R; 称 映射 
P:X—>X,r->7 (19) 
为 投影 , 已 显 然 是 一 满 射 , 注意 到 尸 唯一 地 决定 于 条 件 江 一 ye Px 二 Py”, 
易 得 出 等 式 
R= Pi!'P. (20) 
反之 , 任 给 满 射 二 ;XY, 在 $1.1B 中 已 指出 RA 下 :下 是 X 上 的 一 个 
等 价 关系 , 即 xzRy 后 Tr = Ty(x,y € X). 设 P:X_>X/R 是 投影 , 则 PP 
一 玉 三 三 (用 (20)), 且 易 验证 
DATPTIIX/R >Y, 7 >Tr (21) 
是 一 双 射 . 因此 ,不 妨 认 为 Y 可 替代 X/R 作为 X 的 商 集 . 这 一 思想 将 在 代数 
与 拓扑 结构 的 层面 上 加 以 发 挥 . 
现在 转向 代数 意义 上 的 商 结构 . 设 X 是 一 个 乘法 群 (或 向 量 空间 .代数 )， 
ACX 是 正规 子 群 (或 子 空间 、 双 边 理想 ). 定义 
zy 多 EA4A( 或 zx 一 yE 4)， (22) 
则 直接 看 出 一 是 X 上 的 等 价 关系 ,因而 得 到 商 集 义 , 下 面 记 作 X/A; 仍 以 P 
记 投影 , 令 3 一 Pr(x E X). 直接 由 (22) 推 出 ， 
了 二 xA( 或 二 x 十 A)， (23) 
称 xA (或 x 十 A ) 为 陪 集 . 类 似 于 积 群 的 构成 ,现在 的 问题 是 :应 如 何 将 X/A 
定义 为 乘法 群 ,使 投影 P 为 群 同 态 ? P 为 同 态 意味 着 PCzy) 一 PCz)PCy)， 即 
条 一 条 (CryEX)， (24) 
式 (24) 唯 一 地 决定 了 X/A 中 乘法 之 定义 . 注意 到 二 xA 且 A4 为 正规 子 群 ， 
利用 (2),(5) 不 难 验证 , X/A 依 (24) 所 定义 的 乘法 确 是 一 个 群 , 称 之 为 X 模 
4 的 商 群 . 类似 地 , 当 X 是 K 上 的 向 量 空 间 ( 或 代数 ) 时 ，X/A 依 线 性 运算 
iB =aTB (opEKryEX) (25) 
(或 加 上 依 (24) 定 义 的 乘法 ) 是 一 个 K 上 的 向 量 空间 (或 代数 ), 称 为 X 模 A 的 
商 空间 (或 商 代数 ). 在 以 上 三 种 情况 下 ,投影 P 都 是 满 同 态 ,日 Ker P = A. 
1.2.5 同 态 定理 ” 设 XX,Y 是 群 (或 向 量 空间 .代数 ), T,X ->Y 是 一 满 同 
态 , A 二 Ker T,P:X->X/A 为 投影 , 则 依 (2]) 定 义 的 ®( 取 X/R= X/A ) 是 
一 同 构 , 
证 不 妨 只 考虑 X,Y 是 乘法 群 的 情况 . 因 
Ix= TySTYy)= Tr(Ty)! = 单位 元 ， 
改 xy EE€ ASS (rz,y) € TAIT, 因 而 X/A = X/TTIT. 已 指出 更 为 双 射 , 令 
二 Pr,Yx,y E€ XX, 有 
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BI5) 一 TP 35 = T(ry) 
=Tr. Ty= 0. 9, 


故 @ 是 一 同 构 . 
定理 1. 2. 5 的 意义 在 于 ,可 将 Y 与 X/KerT 同等 地 看 作 X 的 商 群 (或 商 
空间 、 商 代数 ) ;而 在 形式 上 ,处 理 Y 可 能 比 处 理 X/Ker 了 更 方便 . 
若 X 是 群 (或 向 量 空间 ) X;(i € 了) 的 积 群 (或 积 空 间 ), 则 投影 P;:X 一 
X, 是 满 同 态 , 因 而 由 定理 1. 2. 5 得 出 X; 可 看 作 X 的 商 群 (或 商 空间 ). 这 就 在 
代数 系统 的 层次 上 证 实 了 积 与 商 在 字面 上 的 互 逆 关 系 . 


E. 线性 几何 


设 久 是 KK 上 的 向 量 空间 . 现在 借用 通常 的 几何 语言 ,在 X 中 展开 菜 些 由 
纯 代数 关系 界定 的 概念 ,它们 在 抽象 空间 理论 中 将 起 基本 作用 . 

1.2.6 定 义 设 ACX. 若 Va€[0,1], 有 

(1—oA+oaA CA, (26) 
则 称 A 为 西 集 ; 若 条 件 (26) 对 任何 a € K 满足 , 则 称 A 为 线性 流 形 ; 若 A 是 线 
性 流 形 , A 尖 X 且 A 与 X 是 包含 A 的 仅 有 的 线性 流 形 , 则 称 A 为 超 平 面 ; 同 
时 为 超 平面 的 子 空间 称 为 超 子 空间 . 若 
Ya€E K,|al<l>oAChAh, 

则 称 A 为 平衡 集 ; 凸 平衡 集 称 为 绝对 凸 集 . 若 A = 一 A, 则 称 A 为 对 称 集 . 

设 集 族 7C 2* 满足 条 件 : 

(CXEJSHCITN RE, 
则 对 每 个 ACCX,A 会 门 {B;:ACBE 六 是 了 中 包含 4 的 最 小 集 , 姑 且 称 为 
由 和 A 生成 的 .7 集 . 注意 这 是 一 个 纯 集 论 概念 ,完全 不 涉及 X 中 的 特殊 结构 , 因 
而 具有 极 大 的 一 般 性 ,可 用 于 各 个 领域 . 

直接 看 出 ,由 凸 集 ( 或 绝对 凸 集 . 子 空间 等 ) 组 成 的 集 类 满足 条 件 (C), 因 
而 每 个 A 和 和 生成 一 个 凸 集 (或 绝对 凸 集 . 子 空间 等 ) , 称 为 A 的 凸 包 ( 或 绝对 
凸 包 、 线 性 包 等 ) , 记 作 co A (或 abco A,span A ). 若 A= {7i) CX 是 有 限 集 ， 
则 可 直接 验证 

coA= {dristi 2 0, 21 = 1), 
abco A= {Dairisa € K,2) ul 二 1)， 
span A = { > aar， :os € K). 


以 上 三 个 集中 的 元 分 别称 为 {x;} 的 凸 组合、 绝对 凸 组 合 与 线性 组 合 . 一 般 地 ， 
对 任何 ACX, 有 
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co A 二 {zx;zx 是 A 的 有 限 子 集 的 凸 组 合 }. (27) 
对 abco A 与 span A 有 类 似 的 表达 式 , 只 要 将 (27) 中 的 “ 凸 组 合 ” 换 成 “绝对 凸 
组 合 或 线性 组 合 ” 
任 给 ac,p EEX， 
Fa.6] = = {Datib:0<tZ1), (28) 
称 [a,6b] 为 XX 中 以 a,6 和 对 照 (26) 与 (28) 看 出 , A 是 凸 集 全 端 
点 在 A 中 的 线段 必 含 于 A. 
若 Aill 之 i 声 n) 是 X 的 子 空间 ,每 个 rzE X 有 了 唯一 分 解 
z= Or, rEA: (<i<n, (29) 
则 称 关 为 A;(1 过 i 过) 的 直 和 , 记 作 
X=@BA = A OPA;D..DA,. 


令 Pixr = Tis TX, Ti 依 (29), 则 Pi:X—A, 显然 为 线性 算 子 , 称 为 从 X 到 A， 的 
投影 . 当 X 一 外 4, 时 ， 


[Ia; — XX， > ox 


是 一 个 线性 同 构 , 因 此 直 和 PDA, 实质 上 具有 积 空间 [| 4; 的 结构 . 

若 4,B 是 X 的 子 空间 , X 一 A 十 B, 则 X= A 人 外 B 的 充 要 条 件 是 A 中 

三 {0}. 若 关 = 二 A 外 B,P,Q 分 别 为 从 X 到 A 与 B 的 投影 , 则 Q== I 一 P(I 
是 单位 算 子 ), Q:X 一 B 是 满 同 态 , N(Q) = A. 于 是 由 定理 1. 2. 5 得 出 ; 商 空 
间 X/A 与 B 线性 同 构 . 形式 上 ,这 一 结论 可 写作 
| (AxB)/A=B. 

1.2.7 定理 设 名 关 ACX, 则 以 下 结论 成 立 ; 

(i) A 是 线性 流 形 仿 A = a 十 B,a € A,B CX 是 子 空间 . 

(iD A 是 超 子 空间 今 X= A 四 Kz ,zo € 入 \A 局 A 是 子 空间 且 X/A 线 
性 同 构 于 K 驴 存在 X 上 的 非 零 线性 泛 函 ,使 得 A = /1(0); 若 不 计 常 系数 
的 差别 ,这 样 的 了 是 唯一 的 . 

(iii) A 是 超 平面 今 存在 XX 上 的 非 零 线 性 泛 函 f 与 8 € K, 使 得 A = 
广 !(9)， 

证 (i) 设 A 是 线性 流 形 , 任 取 a€ 4, 则 易 验 证 B 人 4A 一 “是 X 的 子 空 
间 , A == a 十 B. 道 命 题 是 明显 的 . 

(ii) 若 A 是 超 子 空间 , 任 取 zx。E€ X\A, 则 显然 有 X= A 狼 Kxo. 由 X= 
A 名 Kz 推出 X/A 汪 Kz 衬 K( 实 记 线 性 同 构 , 下 同 ). 若 T,X/A 之 K,P:X 
一 X/A 是 投影 , 则 f 会 TP 是 X 上 的 非 零 线性 泛 函 , 7 (0) = P71T1(0) = 
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A. 若 f 是 X 上 的 非 零 线性 泛 函 ,使 A 二 广 '(0),Y 是 X 的 子 空间 , A 皇 Y, 则 
有 xoEY, 使 f(xo) 关 0. 于 是 VYx EXX, 有 


DD 
z=|z fro Se jzo E ATK CY, 


这 推出 Y= 二 X, 因而 A 是 超 子 空间 . 若 另 有 线性 泛 玫 gg 使 Ag (0)， 则 Vz 
EX 有 g(xro)x 一 g(x)xo € A, 于 是 
Fn = /f(A )= fa gr) (Vr EX), 


g(x0) 
这 表明 f = constg. 
Gii) 直 接 由 (推出, 


31.3 拓扑 结构 


本 节 给 出 拓扑 结构 的 几 种 主要 的 等 价 刻画 ,并 用 这 些 刻画 来 描述 连续 映 
射 . 


A. 拓扑 与 拓扑 基 


力图 将 极限 与 连续 性 概念 一 般 化 , 乃 是 导向 拓扑 结构 的 动因 . 设 X 是 一 
个 非 空 集 , x ,x E X(n € N). 已 有 的 经 验 提示 , x, -> x 应 意味 着 x, 最 终 进 
入 的 任 给 邻 域 ,至 少 在 平常 的 空间 中 ,x 的 邻 域 可 取 作 含 zx 的 开 集 . 这 就 表 
明 , 极 限 概念 的 一 般 化 ,可 借助 于 开 集 概念 的 一 般 化 . 这 一 途径 初 看 起 来 显得 
有 点 迁 甬 ,但 事实 证 明 它 在 逻辑 上 是 最 简单 的 . 

1.3.1 定 义 设 X 是 一 非 空 集 . 若 一 集 族 rC 2* 满足 如 下 开 集 公理 ， 

(OO VSYCr 有 :sr Er 

(0) YA,BEr 有 A 站 BEri 

(OQ) KX,G Er， 
则 称 = 为 X 上 的 一 个 拓扑 , 称 (X,r) (或 就 称 X ) 为 拓扑 空间 , 称 每 个 AE rt 
为 开 集 , 当 A E rt 时 称 A 为 闭 集 . 

将 一 集 X 拓扑 化 ,意味 着 在 其 上 赋予 某 个 拓扑 

鉴于 开 集 与 闵 集 的 互补 性 质 , 所 有 用 开 集 表达 的 概念 与 结构 ,都 可 等 价 地 
用 闭 集 来 表达 . 例如 , 开 集 公理 等 价 于 如 下 闭 集 公 理 

(C1) 任 一 族 闭 集 之 交 为 闭 集 ; 

(Cs) 有限 个 闭 集 之 并 为 闭 集 ; 

(Cs)X 与 好 是 闭 集 . 
因此 ,在 X 上 给 定 满足 (CC ) 一 (Cs: ) 的 闭 集 族 , 与 拓扑 化 X 相当 . 
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若 7YC 2* 对 取 补 与 可 数 并 运算 封闭 , XE 7, 则 称 -7 为 入 上 的 6- 代数. 
任 给 4C 2 ,以 c 因 记 X 上 包含 当 的 最 小 cc- 代数, 称 为 攻 生 成 的 - 代数 
《参看 1. 2E), 若 (X,r) 是 拓扑 空间 , 则 cr) 是 X 上 的 一 个 c- 代数 ,其 中 的 
集 称 为 Borel 集 . Borel 集 包 括 所 有 开 集 . 闭 集 、Gs 集 ( 即 可 数 个 开 集 的 交集 ) 与 
已 集 ( 即 可 数 个 财 集 的 并 集 ) ,但 还 可 能 含 其 他 的 集 . 

通常 ,拓扑 rz 是 一 个 很 大 的 集 族 , 并 不 便于 描述 与 运用 . 我 们 希望 利用 - 
的 某 个 较 小 的 子 族 来 表 出 r, 这 就 导致 拓扑 基 概 念 . 顺便 指出 ,运用 某 种 形式 
的 基 来 描述 空间 结构 ,是 抽象 空间 理论 中 普遍 使 用 的 方法 . 

1.3.2 定义 设 (X,r) 是 一 个 拓扑 空间 , 二 Cr 若 每 个 AE zr 是 冯 中 某 
些 集 之 并 , 则 称 .4 为 的 基 或 X 的 拓扑 基 . 车 .3 ( 依 81.1(2)) 是 z 的 基 , 则 
称 .# 为 tc 的 子 基 或 X 的 拓扑 子 基 . 

大 是 拓扑 的 子 基 , 则 zr 是 包含 3 的 最 小 拓扑 ,因而 称 为 由 生 成 的 拓 
扑 . 为 方便 起 见 , 今 后 将 运用 基 开 集 、 子 基 开 集 这 类 术语 . 说 B 是 基 开 集 (或 子 
基 开 集 ), 意 指 它 属于 某 个 拓扑 基 ( 或 拓扑 子 基 ) 有 ,此 不 必 或 不 便 明确 写 出 . 

1. 3.3 命题 “对 于 .3C 2* 给 定 条 件 ; 

(1) ‘#7 = X; 

(i) YA,BE VYrEANB,ICE .rECCANB. 

加 4 满足 条 件 (i), 则 多 是 XxX 上 某 个 拓扑 的 子 基 ; 若 满足 条 件 (1 与 Gi), 则 办 
是 XX 上 某 个 拓扑 的 基 . 
证 首先 设 3 满足 条 件 (i) 与 (ii), 令 
rz 一 44: 存 在 YC 了 使 A=- 产 )， 
则 = 显然 满足 开 集 公理 (0 ),(03). 由 条 件 (让 ) 推 出; A,B C 六 >A 门 BEr 
这 显然 又 推出 = 满足 开 集 公理 (0:). 因此 r 是 一 个 拓扑 , 它 显然 以 为 其 基 . 

其 次 , 若 了 仅 满足 条 件 (D , 则 分 必 满 足 条件 (D ,(ii ,因而 是 某 个 拓扑 的 
基 , 于 是 % 是 拓扑 子 基 . 

很 多 用 开 集 表述 的 拓扑 命题 ,可 用 基 开 集 (甚至 子 基 开 集 ) 等 价 地 表述 ,而 
这 就 达到 了 一 定 的 简化 . 选取 的 拓扑 基 ( 或 子 基 ) 愈 小 , 带 来 的 简化 就 愈 明显 . 
因此 ,存在 可 数 拓扑 基 (S 存在 可 数 拓扑 子 基 ) 的 拓扑 空间 必定 有 良好 的 性 
质 ,这 种 空间 称 为 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 ,或 简称 为 第 二 可 数 空 间 . 以 下 
简单 命题 是 常用 的 . 

1.3.4 命题 设 XX 是 第 二 可 数 空间 ,以 是 XX 的 任 一 拓扑 桌 , 则 ./ 必 包 合 
X 的 可 数 拓 扑 基 . 

证 取 X 的 可 数 拓扑 基 4B,) YaEN,VYzrE 玉 ,有 4AE 人 使 CEA 
所 有 ;又 有 mmEN 使 rzE 了 和 4 以 了 记 如 上 的 (x,n) 之 全 体 , 对 每 个 
(CO E 1 取 定 4 E 使 刀 . A,， CB,, 则 易 验 证 {Ay,:Gm,n) E 及 
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是 X 的 拓扑 基 . 

考虑 一 些 解 释 性 的 例子 . 

1. 3.5 例 (i) 任 给 非 空 集 XX, 令 z= 二 2X ,ts 二 1X, 名). 与 rw 都 平 几 地 
满足 开 集 公理 ,它们 是 X 上 的 最 大 拓扑 最 人 省 仆 .分 别称 办 高 散 拓 外 与 平 
凡 拓扑 . 若 是 的 基 , 则 多 必 包 含 XX 中 所 有 单 点 集 . 因此 , (X,r) 不 是 第 二 
可 数 空间 ,除非 X 是 可 数 集 . 

(ii) 令 有 二 {( 一 00,4),(a,o0) :a EGR) 由 命题 1.3.3, 以 .3 为 拓扑 子 基 
在 R 上 生成 一 个 拓扑 r, 称 之 为 通常 拓扑 . 显然 4 就 是 开 区 间 之 全 体 , 故 由 
通常 意义 下 的 一 维 开 集 组 成 . 若 在 构成 ”时 限定 a€ Q, 则 .4 是 的 一 个 可 数 
子 基 ,因此 (R,z) 是 第 二 可 数 的 . | 

(iii) 给 定 拓扑 空 a 人 与 (Y,ri), 可 验证 以 

一 (AXB:AErBEr) 

为 拓扑 基 在 XXY 四 一 拓扑 , 称 为 积 拓扑 . 类 似 地 ,可 定义 任何 有 限 个 拓 
扑 空间 X; 的 积 T[ X, 上 的 积 拓扑 . 未 加 说 明 时 ,在 上 X 上 总 使 用 积 拓扑 . 当 


R 上 采用 通常 拓扑 时 , R" 中 的 积 拓扑 称 为 通常 拓扑 , R* 中 的 通常 拓扑 等 同 于 
C 中 的 通常 拓扑 . 未 加 说 明 时 ,在 K(= R 或 C) 及 K" 中 总 采用 通常 拓扑 . 


B. 邻 域 


设 (X,r) 是 给 定 的 拓扑 空间 . 
1.3.6 定义 (iD 任 给 x EX, 令 
,一 (NGCX:346Er 使 rEACN， 

称 .4 为 x 的 邻 域 系 , 称 每 个 NE 心 为 x 的 邻 域 . 

(i) 设 zEX,3C 若 号 Ht 则 称 了 为 的 一 个 邻 域 基 : 若 你 是 
的 邻 域 基 , 则 称 3 为 x 的 邻 域 子 基 . 

(iii) 车 每 个 x € X 有 可 数 邻 域 基 , 则 说 X 满足 第 一 可 数 性 公理 ,或 简称 
X 为 第 一 可 数 空间 . 

不 难 验证 ,每 个 邻 域 系 .4 都 是 一 个 滤 子 , 称 为 x 的 邻 域 滤 子 ,而 邻 域 基 
( 子 基 ) 正 是 定义 1.1.1 意义 下 的 滤 基 ( 子 滤 基 ). 类 似 于 基 ( 子 基 ) 开 集 , 也 经 常 
使 用 基 ( 子 基 ) 邻 域 这 样 的 术语 ,这 意味 着 某 个 取 定 的 邻 域 基 ( 子 基 ) 中 的 集 . 

邻 域 基 与 拓扑 基 有 密切 联系 ;车 8 是 X 的 拓扑 基 ( 或 子 基 ), 则 为 会 {B 
E WxE B}(rEX) 必 为 x+ 的 邻 域 基 ( 或 子 基 ). 反 之 , 若 YrE X, 轴 是 x 的 
| 且 荔 = 以 及 Cr 则 沽 必 为 X 的 拓扑 基 ( 或 子 基 ), 由 以 上 

论 又 推出 :第 二 可 数 空 癌 必 ,为 第 一 可 数 空 间 . 

以 下 结果 可 以 与 1. 3. 3 相对 照 . 
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1.3.7 定理 设 Yx EX, 冯 C2*. 给 定 以 下 条 件 ; 

(i) YrE XX, 有 xEN%; 

GD Yr€E X,YVA,BE ,有 名 上 上 AN B; 

Gil VzE X,VAE 色 ,IJBE 久 ,Vy€ B, 有 纺 上 上 A; 

(IV) YE X,YVAEH,IBERB,YyEB, 有 BTHA. 

若 (多 } 满足 条 件 G)~(ii), 则 针 上 存在 唯一 拓扑 ,使 每 个 肥 . 是 x 的 邻 域 基 ; 
大 (多 } 满足 条 件 (i), (iv), 则 X 上 存在 唯一 拓扑 ,使 每 个 有 是 x 的 邻 域 
子 基 . 

站 若 { 甩 /满足 条 件 (D,(iv), 则 (有 ) 必 满 足 条 件 (D 一 (iiD). 故 只 需 考 

办 上 满足 条 件 (DD 一 (ii) 的 情况 . 令 

rtr 王 {ACX:VxE€ A, 有 弘 上 A}， 
"显然 满 是 开 集 公理 (0)(0O,). 若 A,BEr,rE€EANB, 则 各 | 上 A,%. 上 8B， 
这 结合 条 件 (iD) 推 出 有 上 APmB, 因 而 4AmBEtr， 开 集 公理 (O* ) 满 足 . 故 r 
是 一 个 拓扑. 

下 面 证 包 是 z 的 邻 域 基 . 首先 证 入, 己 必 . 任 给 AE 务 , 令 V 二 {y € 
A: 为 上 A}, 则 xzEVCA. 今 证 VEr( 由 此 推出 AE. 术 ,参看 1.3.6), Vy 
EV, 取 EE 统 , 使 EC 有 A, 依 条 件 (iii), 有 BE 色 ,YVzE B; 反 上 EE, 这 推 
出 BCV, 从 而 VE r 其 次 证 名. 是 z 的 邻 域 基 . 设 rE AEz, 则 镶 上 上 AA， 
这 正 说 明 也 是 x 的 邻 域 基 . 

定理 1. 3. 7 表明 ,一 个 拓扑 可 由 其 各 点 的 邻 域 基 完全 地 刻画 . 邻 域 基 的 好 
处 是 它 有 明显 的 局 部 特征 ,在 研究 拓扑 空间 的 局 部 性 质 时 使 用 邻 域 基 有 很 大 
的 方便 . 


C. 极限 


为 给 极限 概念 一 个 一 般 的 描述 ,需要 推广 序列 概念 . 

设 (T, <) 是 一 拟 序 集 .车 Vs € T, re 了 ,使 得 ;过 x,t 之 xy, 则 称 
全 为 有 向 集 . 设 本 是 一 有 向 集 , X 是 任 -- be s 集 , 则 任何 映射 +: TT 一 义 称 为 XX 
中 的 网 或 有 向 列 , 记 作 (xz,:t ET 或 {z) ,其 中 迟 一 zx(0) (ET). 今后 给 出 
一 个 网 {x,} CC 针 时 ,总 意味 着 下 标 : 取 自 某 个 有 向 集 T, 通常 不 必 明 确 写 出 
工 若 {xz:1€ 了 与 {44:6€ A} CT 是 两 个 网 , Vi€ T,36, E€ AVY6 之 6%， 
有 如 之 t, 则 称 (zx) 为 {x,} 的 一 个 子 网 , 当 ACT,is ==6 时 称 {x}) 为 {x 
的 共 尾 子 网 . 子 网 让 是 子 列 概念 的 推 若 (S, 委 ) 与 (了 委 ) 是 两 个 有 向 集 ， 
则 Sx 械 依 拟 序 (5,D) 过 (1) 局 < 3 ,1 之 1 为 有 向 集 ， 因而 任何 上 映射 

XI:SXT—>X, (Cs 一， 
都 是 网 . 网 (x,,) 可 看 作 二 重 序列 的 推广 . 
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作 了 上 述 准备 之 后 ,现在 已 可 描述 拓扑 空间 中 的 极限 . 设 (X,r) 是 给 定 
的 拓扑 空间 ， 

1.3.8 定 义 设 {x} CX 是 一 个 网 ,x EX. 若 

VNEWh,IJto,Vt 宇 lo; 有 XEN, (1) 
则 说 网 {x,} 收敛 于 极限 x, 记 作 x 一文. 

定义 1. 3,8 所 描述 的 收敛 最 先 由 Moore-Smith 所 考虑 ,通常 称 为 Moore- 
Smith 收敛 . 注意 条 件 (1) 中 的 入 可 代 以 任何 邻 域 基 或 邻 域 子 基 名 ,这 一 替 
换 并 不 实质 上 减弱 条 件 (1) ,但 往往 能 大 大 简化 收敛 判别 . 代替 使 用 由 式 子 表 
达 的 条 件 (1) ,常常 也 使 用 如 下 通行 的 说 法 : x, 一 意味 着 x, 最 终 进 入 x 的 每 
个 邻 域 . 

由 极限 与 子 网 的 定义 直接 看 出 : 若 x, -> z, 则 {xz} 的 任何 子 网 亦 收敛 于 
z+. 但 如 不 对 空间 作出 进一步 的 假定 ,对 Moore-Smith 收敛 能 得 出 的 结论 已 不 
多 . 通常 认为 理所当然 地 成 立 的 极限 唯一 性 ,在 一 般 拓扑 空间 中 就 未 必 成 立 . 

1.3.9 定理 X 中 任何 收敛 网 有 唯一 极限 的 充 要 条 件 是 : 

(To) YryE Xr yDIUE NVENUNV= YY. 

证 条 件 (T;) 显 然 是 充分 的 , 今 证 其 必要 性 . 若 条 件 (T, ) 不 满足 , 则 有 
ryE XI YYVUE VE 存在 xm EU NV 与. 必 以 包含 局 
为 序 ( 这 意味 着 U 过 VU DV ) 蕴 为 有 向 集 ,因此 

{xrw:U ENVEN} 
是 XX 中 的 网 . 任 给 WE A, 当 UE 加 ,UCWVE .本 时 恒 有 zw EUNV 
CW, 这 表明 zw -> x. 同 理 mv -> y, 可 见 极限 不 具 唯 一 性 . [ 

凡 满足 条 件 (T: ) 的 拓扑 空间 称 为 T; 空 间或 Hausdorff 空间 . 于 是 定理 
1. 3.9 表明 ,只 有 在 Ts 空间 中 , 才 保 证 收敛 网 有 唯一 极限 ,只 有 在 这 种 情况 
下 ,使 用 记号 limx, 一 x 才 是 适当 的 

在 1. 3. 9 之 证 中 ,网 (zn} 的 构成 初 看 起 来 颇 为 新 奇 ,但 实际 上 是 简单 而 
自然 的 . 一 般 地 , 若 % 是 x EX 的 邻 域 基 , VBE 3, 取 xs EB, 色 以 包含 一 为 
序 , 则 {xs} 就 是 -个 网 ,直接 看 出 它 收敛 于 x. 特别 ,着 YY E 人 , 取 六 和 
V, 则 必 rv -> Xx, 这 些 事实 今后 将 直接 使 用 而 不 再 详细 解释 . 


D. 内 部 与 闭 包 
1.3.10 定 义 设 (X,r) 是 一 拓扑 空间 , A CC X. 令 
4 一 (人 EX:AE (2) 
A= (rE€E X:YUEhNANMNUZ YG); (3) 
3A = A\A’; (4) 


A =({r€E XrE€ A\{r)}, (5) 
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以 上 四 个 集 依次 称 为 集 A 的 内 部 、 闭 包 、 边 界 与 导 集 , 4 ,4,34 与 A 中 的 点 
分 别称 为 A 的 内 点 . 触 点 .边界 点 与 聚 点 . 

像 内 部 与 边界 这 类 有 明显 几何 色彩 的 用 语 , 我 们 从 直 党 经 验 中 已 获得 的 
具体 印象 无 疑 有 助 于 对 它们 的 理解 . 不 过 ,从 概念 的 逻辑 运用 来 说 ,我 们 宁可 
将 对 应 A ->A" 看 作 一 种 运算 或 算 子 (所 谓 内 部 算 子 ). 类 似 地 可 考虑 闭 包 算 子 
A 一 A 及 边界 算 子 A 一 9A 等 , 若 能 充分 利用 这 些 算 子 所 服从 的 形式 规则 ,就 
能 有 效 地 将 一 些 拓扑 论证 归结 为 一 系列 演算 . 

利用 (2) 一 (5) 容 易 建 立 以 下 关系 式 : 

A=A”“, A’= (A)'; (6) 
aA=ANMA, A=AUI4=AUA. (7) 
这 些 公式 表明 ,内 部 、 闭 包 、 边 界 与 导 集 中 任何 一 个 都 足以 表 出 其 他 三 个 ,因而 
它们 对 于 刻画 拓扑 的 作用 是 等 价 的 . 不 过 就 方便 与 常用 而 言 , 闭 包 或 许 是 最 重 
要 的 ,下 面 就 来 着 重 考察 它 . 
13.11 定理 Gi) 设 (X,r) 是 一 拓扑 空间 , A,B CX, 则 
人 一 她， 4CA， 


二 四 (8) 
A=A, AUB=AUB; 


A 一 机 {iF:ACFEC (9) 
Zz: 存在 网 {x,} A 售 
其 中 5 记 久 中 的 亲生 这 4E59 全 4=4. 若 X 是 第 一 可 数 空 间 , 则 zrEA4 


仿 存在 序列 {x,} CA 使 xz, 一. 

《ii) 设 X 是 一 非 空 集 ,其 中 定义 了 算 子 A 一 A (记号 A 暂 不 看 作 闭 包 )， 
使 得 条 件 (8)( 称 为 Kuratowski 闭 包公 理 ) 满 足 , 则 X 上 存在 唯一 拓扑 ,使 
恰 为 A 的 闭 包 . 

证 〈i) 直接 看 出 全 二 ,A CA,ACA. 若 x € 有 ,x EUEz, 则 存 
在 yEANU. 由 UE. 又 有 A NU 了 名, 故 x€ 有 A, 这 证 得 A 二 A. 易 
见 AUBCAUB. 若 z+EAUB, 则 有 U,VE 加 ,使 ANU=8=BN 
V. 因 W 人 A 人 AUNVE 丰 而 WN (AUB)=2, 故 rEAUB. 因此 AUB 
二 A UB, (8) 得 证 . 

若 A 是 闭 集 , x € A', 则 A‘E€ 尺 ,A' 门 A= 他. 故 由 (3) 知 zx 蕊 到, 因 
此 ACA, 这 与 A4CA 一 起 得 A 二 A. 反之 , 若 A 二 A, 则 YzrE A', 有 x 七 
A、 因 而 及 的 开 邻 域 V, 使 ANMnmV= 名 ,从 而 7 EVCA', 这 表明 A 可 表 
为 开 集 之 并 . 故 A € rt,A 是 闭 集 . 因此 证 得 A 为 闭 集 仿 A 二 A. 于 是 由 A = 
互 推出 A 是 闭 集 ,用 此 立即 推出 等 式 (9). 

车 有 网 {zx,} CA 使 rz, 一 x, 则 由 (3) 显 然 有 xE 有 A. 反之, 若 x+€ A, 则 
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1 
| tea 
| 


] 。 


VUE 1 .noEA 站 OU CA 是 一 个 网 ,显然 ， -> ( 参 ! 照 1.3.9 之 
证 ) 此 XX 是 第 一 可 数 的 , x AA, 取 x 的 可 数 邻 域 基 :U. 可 设 (Ui 是 递 降 
的 ( 奋 则 以 门生 ,替代 UDj), 取 x € A 人 NU. 则 显然 有 ->01 王 和 )， 

(iD 令 /= TACX:A 二 A). 则 由 条 件 (8) 推 出 X. 才 DE 六 A.BE /之 A 
UBEA 上 AETChA- NA 则 .AACA 二 生 . 故 ACA. 从 市 
人 一 AEh 上 iA;:A'€ 作 是 总 上 的 拓扑 ,7 恰 为 其 闭 集 族 , 由 “的 
定义 及 式 (9) 推 出 A 就 是 A 的 闭 包 . 口 

从 定理 1. 3. 11 得 出 以 下 结论 : 

(GD 闭 包 (因而 内 部 ) 完 全 刻画 了 空间 的 拓扑 结构 

(i1) -网 收敛 "完全 刻画 了 闭 包 .因而 亦 完全 刻画 了 拓扑 结构 . 

Gii) 第 “可 数 空 间 的 扩 扑 结构 完全 由 序列 收敛 刻画 ， 

= 一 X, 则 称 A 为 X 的 稠 子 集 , 或 说 集 A 在 X 中 稠密 . 人 3. 11 

en 是 笛 集 到 每 个 zxEX 是 A 中 某 个 网 的 极限 . 若 X 是 第 一 可 数 空 1. 则 
A 是 筒 集 包 每 个 x € X 是 A 中 某 序 列 的 极限 . 

利用 闭 包 与 内 部 之 间 的 对 偶 关 系 ( 见 式 (6)) ,对 于 内 部 可 与 出 一 

11 恰 相对 应 的 结果 . 例如 ,与 (8).(9) 相 对 应 .有 

1 一 X， A CA, 


1 G oo0 ao 2 ea (10) 
A=A”, (ANB)=A°NB. 
A =U{V.ADVEL. (11) 
此 次 , A 是 开 集 全 A 二 A 
E. 映射 


设 (CX,r) 与 (Yo) 是 两 个 拓扑 空间 ,分 别 以 7 与 二 记 X 与 中 的 闭 集 
族 . 旭 前 面 一 样 . 4 表 点 的 邻 域 系 . 
1.3.12 定义 设 F.X 一 Y. 
(站) 设 xiEX. 若 全 ,上 ， 即 
VYyVeEe. “ACE UL:FUCYV. (12) 
虽说 三 在 x 连续 . 若 下 在 每 点 EX 连续 . 则 称 下 为 从 X 到 YY 的 连续 映射. 以 
CCXr) 记 从 X 到 Y 的 连续 映射 之 全 体 , 令 
CCX) = C(X,K),K=R 或 C. 
(ii) 车 下 CE CC(X,Y) 是 双 射 是 FFF"' € CC(Y,X)， 则 称 下 为 从 X 到 Y 的 同 
胚 或 拓扑 变换 . 当 这 样 的 下 存在 时 ,说 X 与 了 是 互相 同 胚 的 拓扑 空间 . 
Gi 车 产 Cn 则 称 下 为 开 映 射 ; 若 F7C 7, 则 称 下 为 闭 映射 . 注意 
F/= IFA:.AE./. 
下 面 分 别 给 出 连续 映射 、 开 映射 与 闭 映射 的 各 种 刻画 .重点 考虑 连 
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映射 . 
1. 3. 13 定理 ”对 一 映射 下 ,X -> Y, 以 下 条 件 互 相等 价 : 
(GD FE CCX,Y); 
(1) YX EX,y 王 Fr, 存在» 的 邻 域 子 基 久 ,使 Fl 上 A 可 代 以 x 


的 某 个 邻 域 基 ， 
(Gii) 阁 在 和 中 之 , 一, 则 Fx, 一 Fx, 当 和 是 第 一 可 数 空间 时 只 要 考虑 
序列 ; 


(iv) Fn CUSOFIiCcCN; 
(v) 对 Y 的 某 个 拓扑 子 基 .64, 有 天 14Cri 
(vi) YBCY, 有 FB C(F"'B)’; 
(vi ) YBCY, 有 F'BDDFIB, 
(vii) YACX, 有 FACHEA. 
证 (iD 之 (iD) 是 平凡 的 . 
(bb 全 (0). 设 在 X 中 2Fzr 二 y, 包 依 条 件 Gi). VYV E€ 4， 由 条 件 
( 订 有 FOVE., 故 最 终 进入 FV, 从 而 Fx, 最终 进入 V. 故 Fx, > FF. 
(DD 过 (Vv) .显然 让 CreFmi 放 CF 车 BE An)CFIB,2 -> 
了 x, 则 由 条 件 Gii) 有 Fx, > Fr € B. 因而 一 EFIB, 故 FIBE 
(iv) 坊 (Vv) 是 平凡 的 . 
(Vv) 过 (vi). 设 如 条 件 (v), x E€ FiB*. 由 Fx € B 推出 有 有 限 族 1B,; 
Cb, 使 应 ENB,CcB ,因而 
EFINB)=N FIBCFIB CDE. 
因 门 所 BiEr, 故 x € (FT1B)". 
(vi) 坊 (vi) 由 式 (6) 得 出 . 
(vii)=>(viii). 任 给 A CX, 用 条 件 (vii) 与 8 1. 1(16) 推 出 ; 
FACFFIFACFF'IFACEA. 
(Vii) 六 (0). 着 7EX,y= 二 Fr,VEhk, 邻 0U= 广 IV, 则 FUCV. 其 次 ， 
TEFIV = FVY (用 (6)) 
=(F I VO) CC (FY FE VY 
一 (FI FUD CC (FAIFU): (用 (viii)) 
CCU) = UU, 


这 表明 LE .44. 故 下 在 x 连续. 
对 于 开 映 射 与 闭 映射 ,只 写 出 类 似 的 等 价 条 件 而 略 去 其 证 明 . 
1. 3. 14 命题 对 于 下 ;XX ->Y, 以 下 条 件 互 相等 价 : 
(D 下 是 开 上 映射; 
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(ii) 对 于 X 的 某 个 拓扑 基 吕 ,有 F%C rs 

(Gi) Yr €E X, 有 Fh CN; 

(iv) Vx € XX, 有 Xx 的 邻 域 基 汉 ,使 Fh CC .te; 

(v) YACX, 有 FA’C(FA); 

(vi) VBCY, 有 FIB DD (FT1B)'; 

(vi ) YBCY, 有 外 IBCF'B. 

1. 3. 15 命题 FF;X >Y 是 闭 映射 忆 YACCX, 有 FA 祈 FA. 

综合 1. 3. 13 一 1. 3. 15, 可 得 出 以 下 推论 : 

1. 3. 16 推论 设 F,X->Y 是 一 映射 . 

(i) 若 下 是 连续 开 映 射 , 则 对 任 给 BCY 有 

F-1B’ = (F-'B)’, FB = FIB. (13) 

若 下 是 连续 开 满 射 , 则 Fr = 二 ,Ft 二 ,sp;, 将 x 的 邻 域 基 映 为 Fr 的 邻 域 基 
(VEX)， 

(ii) 若 下 是 连续 闭 映射 , 则 YACX, 有 FA4 = FA; 若 下 是 连续 闭 满 射 ， 
则 FF 二 务 ， 

(iii) 车 下 是 双 射 , 则 下 连续 全 天: 是 开 (或 团 ) 上 映射; 车 下 是 同 有 , 则 下 保 
持 所 有 的 拓扑 关系 ,例如 ， 

FA’ = (FA) ,FA=FA,Ft = .Np rn >rIO FH, 

等 等 . 、 
(iv) 若 X=U LU.) 是 开 集 族 (或 有 限 闭 集 族 ), F | U。 丝 连 续 , 则 下 
连续 . 

(v) f : 久 > R 连续 的 充 要 条 件 是 : Yr € R,{f < 二 7) 与 1f 之 7) 是 开 集 
(OO{f 过 7 与 {4f 宇 7) 是 闭 集 ). 

唯一 要 说 明 的 是 (iv) ;在 所 给 条 件 下 , 任 给 开 集 (或 闭 集 ) B 入 六 

FIB=U (FIU.)'B 


是 X 中 的 开 (或 闭 ) 集 ,因而 下 连续 . 
31.4 抽象 空间 


在 $1.3 中 我 们 已 经 看 到 ,拓扑 空间 概念 成 功 地 为 极限 与 连续 性 提供 了 
一 个 一 般 框架 . 然而 ,完全 缺乏 某 种 具体 构造 的 拓扑 无 疑 是 难以 处 理 的 ,而 且 ， 
拓扑 结构 也 过 于 单纯 ,难以 形成 一 个 足够 丰富 的 理论 . 因此 ,一 个 更 有 价值 的 
理论 自然 要 求 拓扑 结构 与 其 他 结构 结合 起 来 . 这 就 导致 考虑 一 致 空间 ,度量 空 
间 . 拓 扑 向 量 空间 等 ,这 些 空间 与 拓扑 空间 一 起 构成 抽象 空间 的 主体 ,它们 正 
是 本 书 要 系统 介绍 的 . 不 过 ,在 逐一 深入 讨论 之 前 ,不 妨 让 我 们 初步 交代 阁 干 
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基本 定义 . 这 有 助 于 你 对 本 书 的 论题 “开始 就 有 一 个 较 整 体 的 (尽管 是 粗浅 
的 ) 印 象 . 


A. 一 致 空间 


一 致 空间 是 A. Weil 于 1937 年 引进 的 . 就 逻辑 形式 而 言 .一 致 空间 的 定 
义 与 拓扑 空间 定义 颇 相 类 似 : 它 也 是 由 一 特定 的 集 族 来 描述 . 

1.4.1 定 义 设 半 是 一 非 空 集 ,， WC 2** 满足 以 下 公理 ; 

CU) W 是 XxX 上 的 一 个 滤 子 (参看 1. 1. 1); 

(U) 人 = 门 WA = 二 A 是 对 角 线 ; 

(UY)UE NU EE, 

(U)VUE HIVE WVoVCOU., 

则 称 光 为 X 上 的 一 个 一 致 结构 , 称 X 或 (X, 为 一 致 空间 , 称 1 的 任何 滤 基 
(或 子 滤 基 ) 为 W 的 基 ( 或 子 基 ). 

将 公理 (U, ) 减 弱 为 

(UWACN YY, 

其 实 并 不 严重 影响 一 致 空间 理论 的 展开 . 不 过 ,应 用 上 重要 的 一 致 空间 都 满足 
(U;). 因此 我 们 宁愿 在 偶尔 需要 用 到 仅 满足 (U'; ) 这 种 情况 时 ,采用 * 非 分 离 
一 致 结构 ”这 一 名 称 , 

若 4 是 一 致 结构 , U,VE WVoVCU, 则 W=UNU =Wiei 
YY。ACYY>>YoyYEY 这 表明 (多 EU 太一 友人 与 1 ViV 
E 作者 是 /的 基 , 这 一 基本 事实 是 重要 而 常用 的 .今后 将 反复 使 用 而 不 再 解 
释 . 

容易 注意 到 一 致 结 构 的 基 ( 子 基 ) 正 好 与 拓扑 基 ( 拓 扑 子 基 ) 相 当 . 以 下 结 
果 与 1. 3.3 相当 ,其 证 明 是 直接 的 . 

1. 4.2 命题 设 #C2**X, 给 定 以 下 条 件 ; 

(i) YA.BE 8, 有 .2|ANB; 

(ii A=N.h; 

(i) VBE .3, 有 .3| 上 -B71， 

(iv) YBE .3,IJAE.X, 使 A.ACB. 

大 4 满足 条 件 (i~(iv), 则 4 是 X 上 某 个 一 致 结构 Y 的 子 基 (此 时 说 尿 由 .2 
生成 ),.# 是 一 致 结构 的 基 全 4 满足 条 件 ( 人 一 (iv)， 
设 (X, JW 是 一 个 一 致 空间 . 公理 (U, ) 意 味 着 
T= yOYVYUE WN 有 CY) E U(r.y € X). 
因此 可 以 说 ,U € W 愈 小 ,满足 (x,y) EU 的 x 与 y 就 愈 接近 . 这 样 .WW 给 出 了 
刻画 空间 X 中 两 点 接近 程度 的 一 系列 尺度 . 若 y E€ U(x) (记号 依 § 1.1(7))、 


31.4 抽象 空间 。25 。 


则 可 以 说 > 与 zx 为 *U 阶 接近 ”. 这 就 自然 提出 以 
k={UC UEWN (rE€ExX) (1) 
作为 邻 域 系 导入 拓扑 的 问题 . 在 3. 1. 1 中 将 严格 证 明 , 在 X 上 存在 唯一 拓扑 
rt， 使 得 由 式 (1) 表 达 的 .人 怡 为 x 的 邻 域 系 . 这 样 的 z 称 为 由 一 致 结构 久生 成 
的 一 致 拓扑 , 当 将 一 致 空间 同时 看 作 拓 扑 空 间 时 ,总 认定 其 中 采用 一 致 拓扑 . 
设 (X,90 与 (Y,Y) 是 两 个 一 致 空间 ,下 :X 一 Y, 积 映射 FXF 的 定义 依 
$ 1.2(14) . 利用 滤 子 与 滤 基 的 性 质 易 验 证 以 下 条 件 互 相等 价 : 
(Fx PHC Y, (2a) 
(Fx F)UL| %, (2b) 
其 中 多 是 1 的 任 一 子 基 ( 特 别 ,可 取 色 二 1). 当 以 上 条 件 满足 时 ,说 下 一 致 连 
续 . 若 下 是 双 射 且 F 与 户 ! 皆 一 致 连续 , 则 称 下 为 一 致 同 构 . 当 这 样 的 下 存在 
时 说 X 与 了 一 致 同 构 或 一 致 等 价 . 
1. 4.3 命题 “对 于 映射 下;(X,90 -> (Y, 1) 以 下 结论 成 立 ; 
(GD 下 一 致 连续 的 充 要 条 件 是 :对 任何 网 {x,} ,{y,) CX, 若 (zx,,y,) 最 终 
在 每 个 UE 有 中 , 则 (Fx, ,Fy,) 最 终 在 每 个 VE 1 中 ; 车 义 有 可 数 基 , 则 以 上 
条 件 中 的 网 可 换 成 序列 . 
(ii) 阁下 一 致 连续 , 则 下 必 和 连续 . 因此 ,一 致 同 构 必 为 同 胚 . 
证 (1) 首先 设 下 一 致 连续 , (x,,y,) 最 终 在 每 个 UE 多 中 . 任 给 VE 
由 条 件 (2b) 有 UE ,使 (FxUCV. 取 , 使 当 1 守 wo 时 (zx,y,) EU,， 
因而 (Fx,, Fy,) E V. 
反之 , 设 下 非 一 致 连续 , 则 有 VE ff 使 得 (FXFIUCYVCVUE WWD. YU 
EY 取 (zvu,yu) EU, 使 (Fru,Fyy) EV, 则 {zxv) 与 {yu} 是 外 中 的 网 , 显 
然 (zu ,yu) 最 终 在 每 个 U E 和 中 ,而 (Fru ,Fyv) 不 在 V 中 . 
车 有 可 数 基 {U,}, 则 可 设 {U,} 是 一 降 列 ( 否 则 可 用 门 ?U; 代 U, ), 取 
(zn ya) ED0, 使 (Fr,,Fy,) EV, 用 {Cri,ya)) 代替 上 面 的 {Cxv ,yu)), 可 达 
同样 结论 ， 
(ii) 设 下 一 致 连续 ,在 关中 zx, 一 令 yy 三 zx, 则 (xi ,yi) 最 终 在 每 个 U 
E 久 中 .于 是 由 已 证 的 (i) 得 出 ，(Fz, ,Fzr) 最 终 在 每 个 VE {中 ,而 这 表明 
Fzx, 一 Fx. 因此 下 连续 . 口 
已 证 命题 表明 ,如 同 连续 性 一 样 , 一 致 连续 性 亦 可 用 网 的 某 种 “收敛 性 ”来 
刻画 . 对 于 下 面 就 要 引进 的 度量 空间 与 拓扑 向 量 空间 ,此 处 所 说 的 “收敛 ”意义 
更 明显 . 例如 , 若 X,Y 是 度量 空间 , 则 F;X -了 一 致 连续 的 充 要 条 件 是 当 
d (ryn) > 0(zr yy EXX) 时 d(Fr,,Fy,) 一 0; 车头 ,Y 是 拓扑 向 量 空间 , 则 
F;:X 一 Y 一 臻 连续 的 充 要 条 件 是 当 x/ 一 y, 一 0(zy EX) 时 Fr 一 FE, 一 
0. 这 些 结 论 是 基本 而 常用 的 . 
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B. 度量 空间 
度量 空间 是 Frechet 于 1906 年 引进 的 , 它 是 较 一 致 空间 更 为 直观 的 一 种 
空间 结构 . 


1.4.4 定义 设 义 是 一 非 空 集 . 若 给 定 了 函数 d: XXX->R,，, 它 满足 如 
下 度量 公理 
(Mi ) 对 称 性 : d(x,y) = ad(y,7x); 
(M;) 三 角 不 等 式 : d(x,y) 委 d(x,z) 十 d(z,y); 
(Ms ) 正定 性 ; d(x,y) =0SOr=y(MEr,y,z € X), 
则 称 XX 或 (X,4d) 为 度量 空间 , 称 4 为 其 度量 ; 称 d(x,y) 为 点 xz 与 之 间 的 
距离 . 若 将 公理 (Ms ) 减 弱 为 
(M’s) d(x,y) d(x,r)=0 (VrXx,y € X), 
则 称 a 为 伪 度 量 . 
今后 提 到 度量 空间 X 而 未 作 说 明 时 ,总 认定 其 中 的 度量 记 为 4d, 必要 时 
也 写作 dx. 
以 下 设 X 是 给 定 的 度量 空间 , 一 旦 有 了 直观 而 便于 联想 的 度量 ,平常 空 
间 中 基于 度量 的 许多 概念 与 事实 就 可 能 移植 于 度量 空间 . 例如 , V x EX,r 污 
0， 令 
BCz) 一 (tyEXIdCzy) <r)， 
B,(x)= {y GE X:d(r,y) Sr}, 
二 者 分 别称 为 以 z 为 心 以 > 为 半径 的 开 球 与 闭 球 . 任 给 A,B 于 X, 称 


(3) 


d(A,B) = cinf A Cx,y) (4) 
为 A 与 B 之 间 的 距离 ,约定 d(x,B) 一 d({x),B); 称 
diam A = Sup d (X,Y) (5) 


为 集 A 的 直径 , 当 diam 4 一 ce 时 称 A 为 有 界 集 . 
现在 指出 度量 4 自然 地 生成 一 个 一 致 结构 ,因而 生成 一 个 拓扑 ，Vr 二 0， 
全 
x 
V, = {(x,y) €E XXX.d(r,y) <r), (6) 
利用 度量 公理 (Mi ) ~(M;) 及 式 (6) 易 直接 验证 ， 
1 4 一 用 Y-， 
V = Vi， V,.oV, CV,. 
由 (7) 推 出 , 集 族 == {V,:r > 0) 满足 1.4. 2 中 的 条 件 (D) 一 (iv) ,因而 以 1 为 
基 在 X 上 生成 一 个 一 致 结构 %V, 称 它 为 由 度量 d 生成 的 一 致 结构 ,而 称 由 六 
生成 的 一 致 拓扑 + 为 生成 的 度量 拓扑 . 注意 到 V(r) = B,(x) (用 (3) 与 


(7) 
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(6)), 知 (BCz):r 盖 0) 是 x EX 的 邻 域 基 , 目 {By,(x):n EN}) 是 x 的 可 数 
邻 域 基 , 因 而 度量 空间 必 为 第 一 可 数 空间 ,度量 拓扑 可 完全 用 序列 收敛 来 描述 
(参看 1. 3. 11). 依 度量 拓扑 的 收敛 称 为 度量 收 和 敛 , 它 可 描述 为 
TAXOd((r7)—0 (7 一 co)， 

设 X,Y 是 两 个 度量 空间 , F:X 一 Y. 用 条 件 (2) 易 推出 , 下 一 致 连续 的 充 

要 条 件 是 
Ye>0,46>0:d(r,y) <> d(Fr,Fy) < e. 
用 序列 方式 表达 ,以 上 条 件 等 价 于 
d(x19Y41) > 0 dFr,,Fy,) — 0. 
车 下 是 双 射 且 4d (Fx ,Fy) 三 d(x,y)(VYx,y EX), 则 称 下 为 等 距 同 构 ; 当 这 
样 的 下 存在 时 ,说 X 与 Y 互相 等 距 同 构 . 这 样 ,度量 空间 之 间 就 有 强度 递增 的 
三 种 同 构 , 即 
等 距 同 构 > 一 致 同 构 > 同 胚 . 
在 这 三 种 同 构 下 保持 不 变 的 性 质 依次 称 为 度量 性 质 、 一 致 拓扑 性 质 与 拓扑 性 
质 .车 d 与 4 是 X 上 的 两 个 度量 , 则 单位 映射 
T:(X,d) -> (X,d’) 

为 等 距 同 构 一致 同 构 与 同 豚 分 别 意味 着 & = di.d 与 di 生成 同一 个 一 致 结 
构 、4d 与 di 生成 同一 拓扑 . 在 以 上 三 种 情况 下 ,分 别 说 4 与 由 恒 等 .一 致 等 价 
与 拓扑 等 价 . 在 判定 两 个 度量 一 致 等 价 时 ,常用 到 以 下 简单 结果 . 

1.4.5 引 理 设 p:R ->R: 是 次 可 加 ( 即 p(s 十 已 受 (Cs) 十 2(0 ) 的 增 函 
数 ,在 := 0 右 连续 , pg(1) = 一 0 全 1 一 0. 车 d 是 X 上 的 度量 , 则 di 二 pg。d 是 
X 上 与 d 一 致 等 价 的 度量 . 

证 明 是 直接 的 ( 试 证 之 1). 满足 1. 4. 5 条 件 的 p(o) 例 可 取 为 


t 局 
Vt, lIn(1 十 2)， TI， 1 人 1 等 . 


1. 4.6 定义 ” 若 序 列 {x,} CC 和 满足 
imad Ce sr) 一 0， 
则 称 (x ) 为 Covehy 列 . 若 X 中 的 Cauchy 列 皆 收敛 , 则 称 X 为 完备 度量 空 
对 于 完备 空 ; 间 ， 在 $ 3. 2 中 将 作 详 细 讨 论 . 


试看 几 个 解释 性 例子 . 
1.4.7 例 (iD 任 给 非 空 集 X, 定义 
]， Ty; 
d(x,y) 一 0， z=y. 


直接 看 出 gd 是 一 个 度量 . 设 V, 依 式 (6), 则 Vi == A. 由 此 推出 4 生成 的 一 臻 
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结构 为 = {A CXXxX:ACA}, 而 4 生成 的 拓扑 就 是 离散 拓扑 (参看 1. 3.5 
(1) )， 

(1) K” 中 的 Euclid 度量 定义 为 

CCzyy) 一 (2 | Xi Yi 上 

此 度量 生成 的 拓扑 就 是 通常 拓扑 (参看 1. 3. 5(iii) ). 

(iii) 设 d 是 R 上 的 Euclid 度量 ,而 令 

d (zy 一 | arctanz 一 arctany | (rx,y € R), 

则 dl 是 及 上 的 一 个 度量 , 它 与 d 不 一 致 等 价 . 事实 上 , 取 en >0,e,—0, 令 心 
一 cot 2ei ,yy = cot er; 则 4d (zss,ys) 二 e,->0, 而 


d(xn»y») =| cot 2e, — cot e, | 


一 co (用 中 值 定理 ). 


En 
> me) 
注意 (R,d ) 是 不 完备 的 ! 
C. 拓扑 向 量 空间 


1.4.8 定 义 设 X 是 K 上 的 向 量 空间 ,同时 为 T 拓扑 空间 2?, 且 XX 中 的 

线性 运算 连续 , 即 
XXX—XX， (zyy) 一 工 十 y 
与 
KxX—X, (ay 并) 一 ar 

皆 为 连续 映射 , 则 称 X 为 拓扑 向 量 空间 (缩写 为 TVS) , 称 其 中 的 拓扑 为 向 量 
拓扑. 

如 果 仅 仅 假定 X 为 向 量 空 间 与 拓扑 空间 ,那么 X 的 性 质 只 是 其 代数 性 质 
与 拓扑 性 质 的 汇总 . 运算 的 连续 性 是 新 增加 的 一 个 关键 因素 , 它 表明 空间 的 代 
数 结构 与 拓扑 结构 有 某 种 相 容 性 , 正 是 这 种 相 容 性 导致 大 量 新 的 结论 ,这 些 结 
论 既 不 适用 于 一 般 向 量 空间 , 亦 不 适用 于 一 般 拓扑 空间 . 可 立即 指出 的 一 个 简 
单 而 又 基本 的 结论 是 : 若 和 是 TVS, T,X >X 是 由 线性 运算 界定 的 一 个 双 
射 , 则 工 必 为 同 胚 . 例如 ,任意 取 定 aE X 与 0 夭 wE K, 平移 z->*a 十 zx 与 相 
似 变 换 x 一 ax 都 是 从 X 到 自身 的 同 胚 . 以 上 事实 决定 了 TVS 的 拓扑 结构 具 
有 极 明显 的 特点 . 平移 是 同 胚 意味 着 空间 是 齐 次 或 均匀 的 ,处 处 有 同样 的 局 部 
拓扑 结构 ,因而 零 元 的 邻 域 系 .4 完全 决定 了 全 空间 的 拓扑 . 事实 上 有 

人 二 十 一 (人 二 DUOIUE .hh) (CVZ EX)， 


@ 非 Ts 的 拓扑 向 量 空间 亦 可 考虑 ,但 意义 不 大 . 
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与 此 相应 ,对 于 TVS 中 的 极限 概念 而 言 , 只 要 考虑 以 0 为 极限 的 收敛 性 就 够 
了 . 另 一 方面 ,相似 变换 是 同 胚 意味 着 , 任 给 ACX 与 0( 关 ceE K, 仅 就 拓扑 性 
质 与 代数 性 质 而 言 , 集 A 与 aA 并 无 区 别 . 以 上 结论 在 TVS 理论 中 具有 基本 
鉴于 邻 域 系 书 对 于 刻画 向 量 拓扑 的 基本 作用 ,TVS 理论 将 首先 阐明 水 
的 结构 . 每 个 U E 为 称 为 0- 邻 域 ,而 加 的 基 ( 或 子 基 ) 称 为 空间 的 局 部 基 ( 或 
局 部 子 基 ). 局 部 基 所 满足 的 条 件 将 在 $ 4. 1 中 给 出 (参看 4. 1. 1). 
现在 指明 , 若 X 是 TVS, 则 其 中 的 TVS 结构 自然 地 生成 一 个 一 致 结构 . 
任 给 ACX, 令 
Va= {((x,y) EE XXXy—rE€E A}, (8) 
则 可 直接 验证 (对 照 (7)): 
Vanp 一 Va 站 Ya A=N {Va:A € .%h}, 
Iv =Va,A+ACB—> VA°. VACVs. 
利用 (9) 可 验证 , 集 族 7 二 {Va :A € 加) 满足 1.4.2 中 的 条 件 (D 一 (iv) ,因而 
以 ! 为 基 生 成 X 上 的 一 个 一 致 结构 , 称 它 为 由 X 的 向 量 拓扑 生成 的 一 致 结 
构 . 因 显然 有 


(9) 


Varz) 一 x+A (x€EX,AE .nh), 
故 由 久生 成 的 一 致 拓扑 恰 为 X 上 的 原 拓扑. 
今后 将 TVS 看 作 一 致 空间 时 ,其 中 总 采用 如 上 所 定义 的 一 致 结构 . 
设 X,Y 了 是 K 上 的 TVS. 以 L(X,Y) 记 从 XX 到 YY 的 连续 线性 算 子 之 全 
体 . 车 TE L(X,Y) 是 同 构 且 TT"' EE L(Y,X), 则 称 工 为 拓扑 同 构 ; 当 这 样 的 
下 存在 时 ,说 X 与 了 互相 拓扑 同 构 . 对 于 线性 算 子 工 :X ->Y, 由 分 解 
Tr = Trot T(r ro) 

看 出 , 工 在 任 一 点 re 连续 今 T 在 x 二 0 处 连续 . 男 一 方面 ,区 TE L(X,Y)， 
则 对 Y 中 的 任 给 0- 邻 域 A, 存在 X 中 的 0- 邻 域 B, 使 TB C A, 而 这 推出 
(Tx TVs CVa (用 (8)). 

这 就 表明 ( 依 (2)), TE LC(X,Y) 富 TT 一 致 连续 . 因此 , 当 T:X ->Y 为 拓扑 间 

构 时 必 为 一 致 同 构 . 


D. 局 部 凸 空间 


如 同 拓扑 空间 一 样 , TVS 也 是 高 度 缺 乏 构造 性 的 . 关键 的 缺陷 是 , TVS 
中 并 没有 给 出 可 计量 的 尺度 ,用 以 描述 两 点 之 间 的 接近 程度 . 有 几 种 方法 来 解 
决 这 一 问题 ,它们 只 适用 于 某 些 特殊 的 TVS, 局 部 凸 空间 是 其 中 最 重要 的 一 
种 . 简单 来 说 ,局 部 凸 空间 中 的 向 量 拓扑 是 利用 向 量 的 一 族 “ 长 度 ” 来 刻画 的 . 
现在 就 来 准确 定义 "长度 "概念 . 
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1.4.9 定 义 设 X 是 K 上 的 向 量 空间 . 若 函 数 | 。 |: 和- 了, 满足 如 下 
半 范 公理 : 
(Ni) 齐 次 性 : ar = 二 la| lxrl(a€ KrE€X); 


(N;) 三 角 不 等 式 : xz 十 y 二 xl 十 yl (x,y€ XX)， 
则 称 .| 为 X 上 的 一 个 半 范 ; 若 半 范 | ，|| 还 满足 

(N;) 正定 性 ; | xz | =0Or=0(r EX), 
则 称 外， | 儿 为 怀 上 的 范 数 ,而 称 (N ) 一 (Ns ) 为 范 数 公 理 . 

半 范 (尤其 是 范 数 ) 就 是 长 度 的 某 种 抽象 化 , 它 确 有 长 度 的 若干 特征 . 例 
如 , 若 |， | 是 半 范 , 则 直接 由 公理 (Ni)CN: ) 推 出 101 = 0; 


ES a10) 
zo yl |< lr-yl. GD) 
最 常用 的 范 数 是 Euclid 范 数 ， 


[zl=(》 xl) ,r= (rr) ER 


在 R’ 中 ,Euclid 范 数 就 是 通常 的 长 度 . 

定义 了 范 数 的 向 量 空间 称 为 赋 范 空间 ,这 将 在 后 面 讨论 . 现在 考虑 一 类 比 
赋 范 空间 广泛 得 多 的 空间 , 它 的 结构 不 是 由 一 个 范 数 , 而 是 由 一 族 半 范 界定 . 
设 向 量 空间 X 上 给 定 了 一 族 半 范 {‖。， lz € 了 ), 它 满足 以 下 条 件 ; 

(N's) 分 离 性 ; x); 二 0 (Vi€E Dr=0(r€X), 
则 称 { 上。 ;} 为 XX 上 分 离 点 的 半 范 族 .“ 分 离 点 ”意味 着 :车 x 关 y, 则 jiE 
1, 使 得 ex 一 y 上 ; 关 0. 注意 当 了 仅 含 一 元 时 ,(N',) 重 合 于 (N;). 若 令 


B; = {x € X:| zl;<r), (12) 

则 以 多 = {B; :iE€ 1,r 之 0) 为 局 部 子 基 在 X 中 生成 一 个 向 量 拓扑 , 依 此 拓扑 ， 
X 中 的 网 收敛 可 描述 为 

zi>0|z|;->0 (YiE€E DD. (13) 


利用 CN)(N: ) 易 直接 验证 ,由 (12) 定 义 的 B, 缘 为 凸 集 (参看 1. 2. 6). 因此 ， 
X 有 一 个 由 凸 集 组 成 的 局 部 基 ,简称 为 凸 局 部 基 . 凡 有 凸 局 部 基 的 TVS 称 为 
局 部 凸 空间 (缩写 为 LCS). 因此 ,用 分 离 点 的 半 范 族 定义 的 TVS 是 LCS. 反 
之 ,在 4.1.12 中 将 证 明 , 任 何 LCS 的 拓扑 都 可 以 由 一 族 半 范 生成 . 


E. 赋 准 范 空间 
1.4.10 定 义 设 X 是 KK 上 的 向 量 空间 . 若 X 上 给 定 了 一 个 函数 外 .|| : 


(GD ar ixrldol< DD); 
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(ii) 三 角 不 等 式 : | zy? 和 上 x 十 中 yl; 
(Ciii) zl =0Sr= 0; 
(iv) lim | Qn | 一 O(a,an € K,r,y 和 X)， 


则 称 X 或 (X, | ， | ) 为 赋 准 范 空间 , 称 上 。 | 为 准 范 数 . 
设 (X, 上。 | ) 是 一 赋 准 范 空间 . 令 
d(x,y) = |xr—yl (r,y€ X), (14) 
则 仅 用 1. 4. 10 中 的 条 件 人 GD 一 (iii) 即 可 证 明 & 是 X 上 的 一 个 度量 , 它 显然 是 
平移 不 变 的 , 即 
d(x,y) = d(x+z,y x) (rx,y,z € X). (15) 
范 数 公理 (Ni) ~(N;) 显 然 蕴涵 了 1. 4. 10 中 的 条 件 (i)~(iv). 因此 , 赋 范 空间 
依 (14) 定 义 的 度量 亦 成 为 度量 空间 . 赋 准 范 ( 赋 范 ) 空 间 中 的 度量 拓扑 称 为 准 
范 数 ( 范 数 ) 拓 扑 . 在 未 作 说 明 时 ,在 赋 准 范 ( 赋 范 ) 空 间 中 总 使 用 由 (14) 定 义 的 
度量 及 其 拓扑 . 若 赋 准 范 ( 赋 范 ) 空 间 是 完备 度量 空间 , 则 称 之 为 Fréchet 空 
间 @( Banach 空间 ). 一 个 自然 被 期 望 但 并 非 显然 的 事实 是 , 赋 准 范 空 间 中 的 线 
性 运算 是 连续 的 ,因而 赋 准 范 空间 是 TVS( 参 看 [6,p. 27]). 
不 过 , 赋 准 范 空 间 未 必 是 LCS, 同时 为 LCS 的 赋 准 范 空间 构成 一 类 更 特 
殊 的 TVS, 它 的 特征 是 :其 拓扑 可 由 一 可 数 半 范 族 生成 (参看 $ 4. 1D). 


F. 赋 范 空间 


前 面 已 经 定义 了 赋 范 空间 ( 见 1. 4. 9) ,现在 作 某 些 进一步 的 考虑 . 若 (X， 
人 | ) 是 赋 范 空间 , 则 它 同时 也 是 赋 准 范 空间 、 度 量 空间 、LCS, 更 是 TVS、 
空间 与 拓扑 空间 ,因此 其 中 包含 了 我 们 迄今 提 到 的 所 有 抽象 空间 结构 . 很 
本 对 于 赋 范 空间 可 建立 更 丰富 的 理论 . 但 这 样 一 来 , 它 的 适用 范围 也 就 更 
小 些 . 
设 (X, 上 ，1) 是 KK 上 的 赋 范 空间 . 由 式 (3) 定 义 的 球 现在 可 写成 : 
| B.(7) = {y€E X:|y—xl <r), 
B,(x)= {(y€E X;|y—zxl <r). 
赋 范 空间 的 特殊 性 在 于 ,对 于 球 有 以 下 简单 变换 公 
B,(7x) 一 工 十 了 (0)， B,(zr) = 00). (17) 
因此 , 唯 有 单位 球 是 值得 考虑 的 . 为 方便 起 见 ,约定 B 或 Bx 记 闭 单位 球 
B1(0)，, 以 S 或 Sx 记 单位 球面 , 即 
S= Sx= (x€ X:| zl = 1)}. (18) 


(16) 


@ ”有些 文献 将 局 部 凸 且 完 备 的 可 赋 准 范 空间 称 为 Fréchet 空间 ,本 书 宁 可 取 较 宽泛 的 定义 . 
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仅仅 利用 球 B, 即 可 表达 以 下 事实 : 

(0) (xB:r 之 0) (或 (mn1B:n € N} ) 是 X 的 一 个 局 部 基 . 

(GD X = UrnB. 
实际 上 ,可 以 说 关于 赋 范 空间 的 任何 问题 原则 上 都 可 以 通过 球 B 得 到 描述 . 
明确 这 一 点 ,对 于 理解 赋 范 空间 是 至 关 重 要 的 . 

设 X,Y 是 K 上 的 赋 范 空间 ,其 中 的 范 数 通常 都 记 作 | 外， |, 只 是 在 必要 
时 才 区 分 为 上， 1 x 与 上 ，j 咱 y. 任 给 线性 算 子 T:X 一 Y,TE LC(X,Y) 的 充 
要 条 件 是 本 在 x = 0 连续 ,后 者 又 等 价 于 


Ve>0, 36 > 0:T(Bx) CeBy. (19) 
(19) 可 写作 TBx CC BBy,B 放 0, 这 相当 于 
| Tr plrl (Vr€ xX). (20) 


由 此 又 推出 :一 个 线性 同 构 T,X 一 7 为 拓扑 同 构 的 充 要 条 件 是 ;存在 正常 数 
ap, 使 得 
alxl <lTrl|l<Plzrl| (vre€e xX). (21) 
若 上 .与 .| 是 X 上 的 两 个 范 数 , 则 单位 算 子 
TI:(X,| .| )->(X,| .| ") 
是 拓扑 同 构 的 充 要 条 件 是 :存在 正常 数 ,8, 使 得 
alrl|l lzl|'’<Blzrl| (VreX). (22) 
当 条 件 (22) 满 足 时 称 ‖ .| 与 | ， | 为 等 价 范 数 . 等 价 范 数 确定 相同 的 范 
数 拓扑 . 互相 拓扑 同 构 的 赋 范 空间 中 的 Cauchy 列 互相 对 应 ,因而 必定 同 为 完 
备 或 不 完备 的 . 若 工 ;:X >Y 是 线性 同 构 且 | Tx 二 1zlzeX)， 则 称 工 
为 等 距 同 构 . 等 距 同 构 的 赋 范 空间 无 论 作 为 TVS 或 度量 空间 都 没有 实质 性 差 
别 . 
比 赋 范 空间 更 特殊 的 一 类 TVS 是 内 积 空间 . 
1.4.11 定 义 设 X 是 必 上 的 向 量 空间 . 若 给 定 了 函数 (,,):XXX-~> 
K, 它 满足 如 下 内 积 公理 : 
() (zyy) 对 > 是 线性 的 ; 
(1。) 共 因 对称 性 : (z,y》 一 《yy; 
(1;) 正定 性 : (x,x) 守 0,《r,7) 二 0 祝 T==0( 以 上 x,y € XX)， 
则 称 X 为 内 积 空间 , 称 (，,'》， 为 内 积 . 若 X 是 内 积 空间 , 它 依 范 数 ‖ xj = 
wz,z》 完备 , 则 称 X 为 Hilbert 空间 . 
需 验 证 x 一 (zzy 确 为 范 数 ， 上。 | 的 齐 次 性 与 正定 性 (参看 1. 4. 9) 
是 明显 的 . 三 角 不 等 式 基于 如 下 的 Schwarz 不 等 式 : 
| x,y) | rl yl (zy € X). (23) 
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(23) 的 证 明 如 下 : Va E K, 由 公理 (T ) 一 (7) 有 
0 和 胺 人 一 ay 一 ay) 
一 | zl 一 agozy 一 aryyy 十 |a | 十 1 
取 a 三 zy)7/ 1 yi， 即 得 出 不 等 式 (23). 
由 线性 代数 熟知 , K" 依 如 下 的 标准 内 积 : 
(人 一 Tri 一 (zy 一 (yy)EK") (24) 


是 一 个 内 积 空间 . K" 常用 作 解 释 Hilbert 空间 概念 的 标本 . 
以 下 设 X 是 一 个 给 定 的 内 积 空间 ,由 内 积 公理 (DT ) 一 (1 ) 可 直接 推出 如 
下 一 些 基本 事实 . 首先 ,结合 公理 (11) 与 (1;) 知 (x,y) 对 y 是 共 思 线性 的 : 
(ray 十 应》 二 aI,y) 十 BCzyz》 (xyyzEX,a'pE K). 
一 般 地 , 若 > uiz; 与 >)By; 是 X 中 元 的 两 个 有 限 线性 组 合 , 则 
| (Daizi, DPiy;) = 2 ap, ris yi)s (25a) 


| Baizi]’ = Bari rs). (25b) 
和 了 天 
若 K = R, 则 公理 等 价 于 对 称 性 : (z,y) = (y,z), 因此 〈z,y) 是 双 线 性 
的 ， 
设 在 X 中 Xn XY 一 人 yy， 则 用 Schwarz 不 等 式 可 推出 
| (zw 一 (zyy》 | 
| (一 (rr 加 ) | 十 | zy 一 (zy) | 
扫 | Xm | | .yn | 十 | x | | Yr | 一 0 (m,n — Co) ， 
这 表明 内 积 是 连续 的 , 表 为 公式 就 是 
lim(xn ;ya) = (lim xn lim y,). (26) 
由 于 定义 了 与 通常 向 量 点 乘 十 分 类 似 的 内 积 , Hilbert 空间 具有 某 种 非常 
接近 于 Euclid 空间 的 几何 结构 . 解析 几何 中 的 许多 结果 , 均 可 移植 于 抽象 的 
Hilbert 空间 ,这 就 使 得 Hilbert 空间 成 为 一 种 具有 鲜明 直观 形象 的 数学 结 
构 . Hilbert 空间 成 为 最 早 被 人 们 接受 且 最 先 获得 广泛 应 用 的 抽象 空间 ,其 结 
构 与 平常 空间 的 高 度 类 似 性 当然 是 主要 原因 之 一 . 


3 1.5 空间 的 构成 


在 抽象 空间 的 理论 与 应 用 中 ,常常 只 直接 给 定 少数 基本 的 空间 ,然后 依 一 
定 的 规则 从 已 知 的 空间 构成 新 的 空间 . 空间 的 构成 法 是 多 种 多 样 的 ,但 最 常用 
的 是 取 给 定 空 间 的 子 空间 . 积 空 间 与 商 空 间 , 这 正 是 本 节 要 考虑 的 . 以 下 的 讨 
论 主要 对 拓扑 空间 进行 ,对 于 其 他 抽象 空间 仅 简 略 提 到 基本 的 结论 ,以 与 拓扑 
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A. 子 空间 


设 (X,r) 是 给 定 的 拓扑 空间 , 儿 关 MCX. 

1.5.1 定 义 全 m=(MnA:AEr, 则 rm 是 M 上 的 一 个 拓扑 , 称 之 
为 z 在 M 上 的 相对 拓扑 , 称 C(M,rvw) 为 (X,r) 的 拓扑 子 空间 ,或 简单 地 说 : M 
是 X 的 子 空间 . 

今后 当 提 到 拓扑 空间 MOM C X) 而 未 加 说 明 时 ,总 认定 在 M 中 使 用 相 
对 拓扑 . 凡 基于 相对 拓扑 的 概念 篆 冠 以 相对 二 字 . 例如 , rw 中 的 集 称 为 相对 开 
集 ,关于 拓扑 rw 的 闭 包 称 为 相对 闭 包 ,等 等 . 重要 的 问题 是 :如 何 通 过 有 关 原 
拓扑 z 的 适当 概念 来 表达 出 相对 概念 ”以 下 命题 综合 了 主要 的 结论 . 

1.5.2 命 题 设 (M,rvw) 是 (X,r) 的 子 空 间 , 则 以 下 结论 成 立 ， 

(i) 车 急 是 + 的 一 个 基 ( 或 子 基 ), 则 3 会 {M 门 B:B E 好 是 rw 的 一 个 
基 ( 或 子 基 ). 

(ii) A C AM 是 相对 闭 集 会 存在 闭 集 BCX, 使 得 A 二 MN B. 

Qii) ACM 是 x € M 的 相对 邻 域 会 存在 z 的 邻 域 B, 使 得 A==M 站 


(iv) 车 (x,} CM 是 一 个 网 , + E M， 则 在 MM 中 zz, 一 + 全 在 XX 中 x, 一 


(v) 任 给 A CM,A 的 相对 闭 包 = M 门 4. 
(vD 任 给 拓扑 空间 2 与 映射 下 ;2 -> M, 有 
FECOOM) OFECO,X). 

证 “〈i) 与 (iD) 是 明显 的 . 

(iii) A 是 zx 的 相对 邻 域 仿 存在 VE r, 使 得 zE MNVC 有 AS 存在 x 
的 邻 域 B( 如 取 B==VUA), 使 A=MN EB. 

直接 看 出 0) 过 (Vv) (用 § 1.3(9)),(ii) 坊 (iv) 过 (vi), 故 命题 得 证 . 

由 1. 5.2 推 出 ,车 MM 是 X 的 开 ( 闭 ) 子 集 , ACM, 则 A 是 M 中 的 相对 开 
集 ( 相 对 闭 集 )S A 在 X 中 是 开 ( 闭 ) 集 . 

现在 从 另 一 种 观点 来 解释 相对 拓扑 . 设 ;:MCX 是 包含 映射 , rm 依 1. 5. 
1, 则 有 rw 二 门 z. 这 表明 1:(CM,rw) > (X,r) 连续 ,日 cw 是 M 上 使 ;连续 的 
最 小 拓扑 . 

以 上 解释 还 可 以 进一步 推广 . 设 0 是 任 一 非 空 集 , T: 2 一 X 是 一 单 射 , 则 
mm 会 Tr 是 Q 上 的 一 个 拓扑 , 称 为 由 映射 生成 的 拓扑. 若 将 Tn 看 作 X 的 
子 空间 , 则 了:2 一 Tn 必 为 同 胚 ,因而 不 妨 将 0 与 Tn 同等 地 看 作 X 的 子 空 
间 ,就 像 2 已 符 人 X 中 一 样 .因此 称 工 ,2 -> 义 为 拓扑 嵌入 . 当 这 样 的 拓扑 组 
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人 存在 时 ,也 采用 记号 0 CX. 

如 果 0Q 是 已 给 的 拓扑 空间 , T:Q -> X 是 单 射 , 则 要 了 为 拓扑 内 和 人 ,以 下 
每 个 条 件 是 充分 必要 的 : 

(GD 下 连续 且 T :To -> 0 亦 连续 ，; 

(ii) 任 给 网 {w} CQ 与 mE 0, 有 ww 人 ST, To. 

以 上 条 件 ( 尤 其 是 (ii) ) 今 后 将 多 次 运用 . 

对 于 其 他 抽象 空间 的 子 空间 , 作 如 下 简 述 . 设 名 了 关 MCX,i:MCX 是 包 
含 映 射 . 

1” 设 (X, 功 是 一 致 空间 , 则 

会 GXDD9= (MXM NUUE MW (1) 
是 M 上 的 一 致 结构 , 称 为 飞 在 M 上 的 相对 一 致 结构 , 称 (M, 有 4) 为 (X,90) 
的 子 一 致 空间 . (1) 表 明 %w 是 M 上 使 得 ;:MC X 一 致 连续 的 最 小 一 致 结构 ， 
hi 生成 的 一 致 拓扑 正 是 M 上 的 相对 拓扑 . 

2” 设 (X,d) 是 一 度量 空间 , 则 a 限制 在 M 上 时 仍 为 度量 , 且 & 在 M 上 
生成 的 一 致 结构 与 度量 拓扑 恰 为 M 上 的 相对 一 致 结构 与 相对 拓扑 . 因此 ，M 
作为 X 的 子 度量 空间 . 子 一 致 空间 与 拓扑 子 空间 ,三 者 互相 兼容 ， 

以 上 对 于 子 集 M 并 无 特殊 要 求 . 下 面 假设 X 是 上 的 向 量 空间 , M 是 X 
的 向 量子 空间 . 

3"” 设 X 是 TVS, 在 M 中 采用 相对 拓扑 , 则 M 上 的 线性 运算 依然 连续 . 
因而 M 亦 为 TVS, M 上 的 拓扑 所 生成 的 一 致 结构 , 正 是 M 上 的 相对 一 致 结 
构 . 


4” 设 和 是 LCS, 其 拓扑 由 半 范 族 { | 上。，1 3) 生成 , 则 站， 人 限制 在 M 
上 时 仍 是 一 半 范 族 并 生成 M 上 的 相对 拓扑 ,因此 M 亦 为 LCS. 
5” 设 (X,|‖.， |) 是 赋 准 范 ( 赋 范 ) 空 间 , 则 | 。 | 在 M 上 的 限制 亦 为 


准 范 ( 范 数 ) ,其 准 范 数 ( 范 数 ?拓扑 就 是 M 上 的 相对 拓扑 . 
B. 了 映射 族 生成 的 拓扑 


1. 5.3 定义 ” 设 (Yi,t)(i€ D 是 一 族 拓 扑 空间 , f;:X 一 Yi(i€ 了 是 一 
族 映 射 . 令 
$=U fair (2) 
则 显然 37 二 X, 于 是 以 色 为 子 基 生 成 X 上 一 拓扑 zc ( 依 1. 3. 3), 称 它 为 由 映 
射 族 {fi} 生成 的 拓扑 . 
容易 看 出 , 若 将 (2) 中 的 代 以 ti; 的 任 一 子 基 弘 ,所 得 的 多 仍 为 拓扑 rt 的 
子 基 . 
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以 下 命题 汇集 了 映射 族 生成 拓扑 的 主要 性 质 . 

1. 5.4 命题 设 1f;:X 一 Y,) 与 r 依 1.5.3, 则 以 下 结论 成 立 ， 

(Dr 是 X 上 使 每 个 广 :X-> 连续 的 最 小 拓扑 . 

Xii) 任 给 网 {x,} CX,rEX, 有 

六 Ci) 三 (7) (YiE DD. 

Gi) 任 给 拓扑 空间 0 与 映射 g :0 -> X, 有 

5 连续 全 Ag € C(N,Y,) (ViE DT). 
(iv) 若 Y;(i € 了 尼 为 三 空间 , {fi) 分 离 X 中 的 点 , 即 
XYy(ry EX)>IiE 1 使 fi(x) 3 fi(y), 
则 (X,z) 是 T 空间 . 

证 ” (1) 直接 由 式 (2) 看 出 . 

(ii) 显然 zz 一 工 二 fi(z) 一 ff:(XT)(VYi EE 了 DD, 反之, 设 六 rr) > 
fi(x)(VYVi EE 了). 任 给 z 的 一 个 子 基 邻 域 六 V,VE ti,V 是 f;(x) 的 一 个 邻 
域 ,因此 f:(x,) 最 终 进 入 V, 从 而 x, 最 终 进入 AIV, 这 表明 x 一 x 

(iii) 若 fig (i € 1) 皆 连 续 , 交 依 (2), 则 

8 B=Ueg fir = U (fig) rt Ca 
这 表明 g 连续 . 逆 命 题 不 必 证 . 

4v) 设 r,yEXz 天 > 取 定 i€ 1 使 f(x) 关 f(y). 在 Y; 中 取 分 离 
fi(z) 与 f(y) 的 开 邻 域 U 与 V, 则 fiU 与 fF7'V 是 X 中 分 离 x 与 y 的 开 邻 
域 , 故 X 是 T， 空间 . 

映射 族 生 成 拓扑 的 两 种 特殊 情况 如 下 

1 设 tw 依 1.5.1,i:M CX 是 包含 映射 , 则 对 照 ry = 让 1r 与 式 (2) 看 
出 ,相对 拓扑 rw 就 是 映射 i 生成 的 拓扑 . 

2” 设 FC K*, 在 K 中 使 用 通常 拓扑 , 下 分 离 X 中 的 点 , 即 

天 yxy EX)SIAEF, 人 使 f(r) 2¥ fy), 
则 函数 族 王 生成 X 上 一 了 ,拓扑 t,t 是 上 使 F CCCX) 的 最 小 拓扑 . 这 一 构 
成 拓扑 的 方法 将 在 $ 4. 4 中 使 用 . 
映射 族 生成 拓扑 的 最 重要 的 应 用 ,是 下 面 就 要 考虑 的 积 拓扑 . 


C. 积 空间 


本 段 中 设 X= [[ X;,P;:X -> X,(i € 7) 是 投影 (参看 § 1.2C). 

积 拓 扑 首先 是 由 Tychonoff 引进 的 . 

1.5.S 定 义 ” 设 (X;,t)(i ED 是 一 族 拓扑 空间 , = 是 X 上 由 投影 族 
{ 忆 ;生成 的 拓扑 , 则 称 z 为 X 中 的 积 拓扑 , 称 (X,r) 为 X;(i € DD 的 积 拓扑 空 
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间 ,简称 为 积 空间 . 
由 1. 5.3, 积 拓扑 rc 有形 如 兆 二 UU Pi 的 子 基 , .% 是 zc; 的 任何 子 基 . 若 
%; 是 zc 的 基 , 则 形 如 


JIB, x 于 xX; (3) 
的 集 构成 + 的 一 个 基 , 其 中 Be € 为 (1h. 若 了 二 (1,2,…,n), 则 积 拓 
扑 rc 有 如 下 的 基 : 
Is， :Bi € 有 (1 委 i 委 四) 
此 时 rz 与 1. 3. 5Giii) 所 界定 的 积 拓扑 一 致 . 

以 下 命题 的 大 部 分 结论 已 包含 于 命题 1. 5. 4. 

1.5.6 命 题 设 t 是 X 一 |] X; 上 的 积 拓 扑 , 则 以 下 结论 成 立 

(i) 投影 P;(i € 1) 皆 为 连续 开 上 映射 , 且 rt 是 X 上 使 P; 缘 连 续 的 最 小 拓 
扑 . 

(让 在 X 中 x 一 xX 舍 Xx->x(Yi€ 了 DD). 

Cii) 任 给 拓扑 空间 0 与 映射 g = (g;) :0 -一 XX( 记 号 依 31.2C), 有 g 连 
续 己 每 个 g,(i € 1) 连续 . 

(iv) 若 X; 丝 为 了 ， 空间 , 则 (X,r) 是 T, 空间 . 

(Vv) 若 4ACXGE DT 则 

114.= = 114,, (IIA, )" = [1A., C4) 
对 于 后 一 式 假定 1 是 有 限 集 . 由 (4) 直 接 推出 ， 闭 集 的 积 集 是 闭 集 . 

证 因 z* 有 形 如 (3) 的 基 开 集 , 故 已 显然 为 开 上 映射 . 余下 只 要 证 (v). 由 
JTA; =mn P7'A, (用 8$1.2(12)) 为 闭 集 推出 [ACTI4. 若 x EX\ 
[1 4A, 则 x 有 一 个 形 如 (3) 的 开 邻 域 ,使 其 与 [[ A; 不 交 , 因 而 对 某 个 &(C1 所 
< 有 及 门 A, = 2,Bi 是 xz; 的 开 邻 域 .因此 x 蕊 4 ,从 而 rE A 
这 就 证 得 (4) 的 前 一 式 . 其 次 设 1 是 有 限 集 , 则 由 $1.2(12) 与 31.3(10),(13) 
有 

(11a, ) = ‘NPPA) =N PiA'; = 了 4 口 

1.5.6 中 的 结论 (ii ， (iii) 可 概括 为 : 依 积 拓 扑 的 收敛 与 连续 分 别 妇 结 》 
依 坐 标 收敛 与 依 坐标 连续 . 这 一 事实 最 典型 地 表现 了 积 拓扑 的 特征 ,通常 ,就 
称 积 拓扑 为 依 坐 标 收敛 拓扑 或 点 态 收敛 拓扑 . 

依 1. 5. 5, 积 拓扑 是 映射 族 生 成 拓扑 的 特殊 情况 . 有 趣 的 是 , 亦 可 通过 积 
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拓扑 来 描述 映射 族 生成 拓扑 . 设 f: ;XX 一 Yi(i E€ 了 DD 与 c 依 定义 1.5.3, {fi} 分 
离 关中 的 点 . 令 Y 二 [|[ Y;, 定义 所 谓 赋值 映射 
eX—>Y, rr—>(f(r)), (5) 
则 e 是 一 个 单 射 . 结合 1. 5. 4(ib) 与 1. 5. 6(iD) 得 出 :在 X 中 
Xi>7O f(t) f(x) (ViE€EDT) 
售 在 Y 中 e(x,) -> elx)， 
这 表明 (5) 是 一 拓扑 谋 入 . 因此 不 妨 认为 , {f;} 生成 的 拓扑 r, 实质 上 就 是 了 
中 的 积 拓扑 在 eCX) 上 的 相对 拓扑 . 
本 书 中 主要 用 到 以 下 特殊 情况 : 设 DCK,FC Dx 分 离 X 中 的 点 , t 是 义 
上 由 下 生成 的 Ti 拓扑 , 则 赋值 映射 
e:X— Dr, TXT—> (f(r)) er (6) 
是 一 拓扑 嵌入 ,因而 可 以 认为 X 是 DEF 的 子 空间 . 因 形 如 DF 的 空间 具有 标准 
的 结构 与 许多 已 知性 质 ,建立 一 个 如 (6) 的 嵌入 映射 常常 是 拓扑 空间 研究 中 的 
重要 结果 . 本 书 将 多 次 遇 到 这 一 类 的 结果 . 
下 面 是 关于 其 他 抽象 空间 积 空 间 的 一 个 勾画 . 
1 设 (X%)G 6E 了 DD 是 一 族 一 致 空间 , 则 以 (对 照 (2)) 
=U (Px PO (7) 
为 子 基 生成 入 上 的 一 个 一 致 结构 %, 称 为 积 一 致 结构 , 称 (X,2) 为 X,(iE€ 7 了) 
的 积 一 致 空间 .有 是 X 上 使 每 个 尸 , 一 致 连续 的 最 小 一 致 结构 , 它 生成 的 一 至 


拓扑 就 是 积 拓扑 . 
2” 设 CX;,d;) 是 可 数 个 度量 空间 , 则 


dl(r,y) 一 2-[diCriyy) 人 1] (8) 


是 XX 上 的 一 个 度量 , 它 的 度量 拓扑 就 是 积 拓扑 , 它 生 成 的 一 致 结构 就 是 积 -一 
致 结构 . 若 每 个 X; 完备 , 则 (X,d) 亦 完 备 . 

3 设 XGeED 是 KK 上 一 族 TVS, 则 X 依 积 拓扑 是 T 空间 且 其 中 的 线 
性 运算 连续 (用 1. 5. 6Gii) (iv)), 因 而 是 TVS, X 上 的 向 量 拓扑 生成 的 一 致 结 
构 就 是 积 一 致 结构 . 

4” 设 (Xi, .di 志 n) 是 K 上 的 赋 范 空间 , p(.) 是 Re 上 的 任 
一 范 数 , 则 

上 站 二 六 yc) C= (Cr) €X) (9) 

是 发 上 的 一 个 范 数 ,其 范 数 拓扑 就 是 积 拓扑 . X 中 任何 生成 积 拓 扑 的 范 数 缘 
称 为 积 范 数 ,(9) 就 是 一 个 积 范 数 . 若 每 个 X; 为 Banach 空间 , 则 X 依 积 范 数 
亦 是 Banach 空间 . 若 每 个 XX， 是 内 积 空间 (Hilbert 空间 ), p(。) 是 Euclid 范 
数 , 则 X 亦 是 内 积 空 间 (Hilbert 空间 ). 
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D. 商 空间 


设 (X,r) 是 给 定 的 拓扑 空间 . 
1. 5.7 定义 设 F:X- 了 是 一 满 射 . 令 
w= {BCYF'BE LY), (10) 
则 ro 是 Y 上 的 一 个 拓扑 , 称 为 由 下 定义 的 商 拓 扑 , 而 称 下 为 商 映 射 
若 ~ 是 匀 上 的 一 个 等 价 关 系 , 禄 二 X/ 一 , 则 投影 P:X ->X 是 满 射 ,于 
是 依 1.5.7 在 入 上 定义 出 一 个 商 拓扑 , 当 久 采用 商 拓 扑 时 称 为 X 的 商 空间 . 
依 商 拓扑 , BC 是 开 集 喇 PIBEL. 


1. $.8 定理 设 F,X->Y 是 一 个 商 映射 ,R= 二 FTIF, 义 二 义 /R, 久 上 由 投 
影 P:X 一 文 定义 商 拓扑 , 则 (参看 8》1.2(21)) 
B= FP .XY, Pr —> Fr 
是 一 同 胚 ,因而 可 将 Y 与 六 等 同 地 看 作 X 的 商 空 间 . 
证 在 $1.2D 中 已 指明 @ 为 双 射 . 任 给 BCX， 
SBEwOFoGB=F FPIBEr 
SPIPPTIB=PIBErt (用 FIF=P'P) 
兮 也 是 去 中 的 开 集 ， 


可 见 瑟 是 同 胚 . 
设 m 依 (10). 由 (10) 直 接 看 出 , ro 是 YY 上 使 下 连续 的 最 大 拓扑 , BCCY 
是 闭 集 亿 F-B 是 闭 集 . 不 过 ,直接 依 (10) 来 判定 下 为 商 映射 未 必 方 便 . 下 面 
给 出 商 映 射 的 某 些 充 分 条 件 . 
1. 5.9 命题 (i) 车 下 :X >Y 是 连续 的 开 或 闭 满 射 , 则 下 是 商 映 射 . 
(iD 设 FF;X->Y 是 商 映 射 , G:Y -> Z,Y 与 Z 是 拓扑 空间 , 则 G € ClY， 
2Z) 局 GF € C(X,2),G 是 商 映射 合 GF 是 商 映 射 . 
证 〈D 只 考虑 “ 开 ” 的 情况 . 设 BCY,F TB 是 开 集 , 则 由 下 是 开 满 射 知 
B = FF71B 是 开 集 . 因此 下 是 商 映射 . 
(ii) 车 GF € CC(X,2Z), 则 对 任 给 开 集 V CZ 有 
FIGV = (GF)-'V € rx, 
从 而 GV E€ rw， 因而 GE CC(Y,2). 车 G 为 商 映 射 , 则 
w={VCZ:G VE wm) 
={VCZ: FG = (GF)IV € rr)， 
这 得 出 GF 是 商 映 射 . 类 似 地 ,从 GF 是 商 映射 可 推出 G 是 商 映射 . 
对 于 其 他 抽象 空间 , 亦 可 考虑 商 结 构 , 但 其 定义 并 不 如 1. 5. 7 这 样 简单 ， 
因此 留待 以 后 章节 分 别 考虑 . 
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E. 拓扑 性 质 


设 己 是 关于 拓扑 空间 的 某 个 命题 . 若 PP 不 因 空 间 的 同 胚 变换 而 改变 , 则 
说 PP 是 一 个 拓扑 性 质 或 拓扑 不 变量 . 拓扑 学 所 要 研究 的 , 正 是 空间 的 拓扑 性 
质 , 而 不 是 空间 的 具体 形式 . 

在 考察 某 个 拓扑 性 质 已 时 ,一 个 基本 的 问题 是 :具有 性 质 P 的 空间 按 一 
定 规则 构成 的 新 空间 是 否 仍 有 性 质 已? 特别 ,具有 性 质 已 的 空间 的 子 空间 、 
积 空间 与 商 空间 是 否 有 性 质 P? 在 讨论 这 类 问题 时 ,通常 使 用 如 下 一 组 行 之 
有 效 的 术语 . 

1. 5. 10 定义 (Gi) 若 有 性 质 己 的 空间 的 任何 ( 开 ) 子 空间 亦 有 性 质 P, 则 
说 尸 是 ( 开 ) 遗 传 的 “ 闭 遗 传 "的 意义 自明 . 

(ii) 若 有 性 质 已 的 任何 一 族 空间 的 积 空间 亦 有 性 质 已 , 则 说 已 是 可 乘 
的 “可 数 可 乘 " 与 有限 可 乘 ” 的 意义 自明 , 

(ii 车 当 X 有 性 质 P,F:X 一 Y 是 连续 满 射 时 Y 亦 有 性 质 P, 则 说 在 
连续 映射 下 保持 . 类 似 地 ,可 界定 在 其 他 类 映射 下 保持 的 性 质 . 在 商 映 射 下 保 
持 的 性 质 称 为 可 除 的 性 质 . 

若 拓扑 空间 (X,r) 有 性 质 P, 则 称 c 为 X 上 的 一 个 P 拓扑. 例如 ,车 (X， 
r) 是 T; 空间 , 则 称 z 为 了, 拓扑 . 

下 面 通过 对 第 一 与 第 二 可 数 性 的 考察 来 解释 以 上 术语 . 

1. 5. 11 定理 (i) 第 一 与 第 二 可 数 性 是 遗传 的 . 

(ii) 第 一 与 第 二 可 数 性 在 连续 开 满 射 下 保持 . 

(ii) 设 X,(i €E DD 是 一 族 拓 扑 空 间 , X = [] X;, 则 XX 是 第 一 (或 第 二 ) 可 
数 空间 今 每 个 X; 是 第 一 (或 第 二 ) 可 数 空间 , 且 除 至 多 可 数 个 例外 ,XX， 有 具 有 平 
凡 拓 扑 . 因此 第 一 或 第 二 可 数 性 是 可 数 可 乘 的 . 

证 (i) 与 (ii) 的 证 明 是 直接 的 . 

(iii) 不 妨 只 考虑 第 二 可 数 性 . 若 X 是 第 二 可 数 的 , 则 由 (iiD 知 每 个 X 是 
第 二 可 数 的 . 若 具 非 平凡 拓扑 的 X; 超过 可 数 个 , 则 不 妨 设 1 不 可 数 且 每 个 X， 
其 非 平 几 拓 扑 ,因而 有 非 空 真 开 子 集 V;(iE 1). 取 久 的 可 数 拓扑 基 {B,}. Vn 
& N, 由 式 (3) 看 出 仅 有 有 限 个 i 使 P,B, 闫 X;, 因此 必 有 iE 1， 使 得 Yn€ 
N, 有 了 PB, 一 XX,. 另 一 方面 , 必 有 mnE N, 使 B,C PV,, 从 而 PB, CCV， 得 
出 矛盾 . 

对 于 逆 命 题 ,只 要 证 :车 1 一 N, 每 个 X,(i€ N) 有 可 数 拓扑 基 闷 , 则 C 一 
下 ，X, 是 第 二 可 数 的 . 这 由 U P5 到 是 X 的 可 数 拓扑 子 基 推 得 . 口 

以 上 定理 表明 ,就 遗传 性 与 可 乘 性 而 言 ,第 一 与 第 二 可 数 性 是 较 好 的 
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性 质 . 
对 于 其 他 抽象 空间 ,可 提出 类 似 的 问题 . 一 般 地 , 若 已 是 关于 某 类 空间 的 
一 个 性 质 , 它 不 因 空 间 的 同 构 变 换 而 改变 , 则 了 就 是 某 种 不 变量 , 它 正 是 关于 
该 类 空间 理论 的 研究 对 象 . 类 似 地 ,可 考虑 性 质 P 的 遗传 性 、 可 乘 性 ,在 适当 
映射 下 的 不 变性 . 这 些 问题 在 本 书 的 适当 位 置 将 要 加 以 考虑 ， 

将 拓扑 空间 依 同 胚 进 行 等 价 分 类 , 并 将 拓扑 性 质 界定 为 在 同 胚 变换 之 下 
保持 不 变 的 性 质 , 这 原 不 过 是 Klein 著名 的 变换 群 观点 的 特殊 应 用 而 已 . 一 般 
地 , 若 对 某 种 数学 结构 (如 拓扑 空间 ) 定 义 了 某 个 等 价 关 系 一 ,也 就 相应 地 界定 
了 一 种 性 质 , 姑且 称 为 “~ 性质, 一 个 有 关 该 种 数学 结构 的 性 质 已 属于 一 性 
质 ,当日 仅 当 每 个 一 等 价 类 中 的 结构 同时 具有 已 或 同时 不 具有 忆 . 直观 上 看 
来 很 明显 ,一 等 价 类 愈 大 ,一 个 一 性 质 就 愈 有 普遍 性 ,这样 的 性 质 必然 也 愈 少 ， 
因而 也 愈 难 发 现 . 拓扑 空间 的 同 胚 等 价 类 无 疑 是 够 宽泛 的 了 . 不 妨 想像 一 下 ， 
在 通常 平面 上 与 单位 圆 同 胚 的 图 形 是 何等 之 多 ! 而 所 有 这 些 图 形 的 公共 性 质 
理所当然 少 之 又 少 ,这 类 性 质 势 必 非 常 隐 项 而 难以 发 现 , 而 拓扑 学 的 任务 正在 
于 开发 强 有 力 的 工具 来 发 现 通常 很 隐蔽 的 拓扑 性 质 . 

顺 着 上 述 思路 推论 下 去 ,我 们 会 达到 一 个 更 进一步 的 想法 :能 否 界定 一 种 
比 一 般 拓扑 性 质 更 具 普 遍 性 的 性 质 ? 这 意味 着 ,我 们 要 对 拓扑 空间 引入 一 种 
新 的 等 价 分 类 法 , 它 的 等 价 类 比 同 胚 等 价 类 更 大 . 这 样 的 等 价 就 是 同 伦 等 价 ， 
同 伦 概念 是 一 个 辉煌 拓扑 理论 的 出 发 点 . 

1. 5. 12 定义 ” 设 X,Y 是 两 个 拓扑 空间 . 

(中 设 /ECCX,Y) ,i 二 0,1. 若 存 在 HEC(XX,),J 二 50,1j, 使 
得 

H(i,x) = fi(x) (i = 0,1,7x € X), (11) 
则 说 fo 与 fi 同 伦 , 记 作 fo f， 并 称 H 为 从 fo 到 fi 的 一 个 同 伦 或 同 伦 映 
射 . 著 扎 二 广 而 广 是 常 值 映 射 , 则 称 六 为 零 伦 映射 , 记 作 六 全 0， 
(ii) 车 存在 映射 FE CCX,Y) 与 g E CCY,X) ,使 得 
fg 二 lyHg° f=1x,; (12) 
则 说 X 与 了 同 伦 等 价 , 记 作 和 一 了 , 且说 f,g 是 X 与 Y 之 间 的 一 对 同 伦 等 
价 . 

设 日 如 定义 1.5.12, 令 HG)==HG,*), 则 Hi,EC(X,Y(0&1 二 1)， 
可 将 H, 看 作 通 过 一 个 连续 变化 的 参数 1: (可 理解 为 时 间 ) 连 续 地 连接 fi 与 
i. 这 样 的 与 fi 应 有 某 些 共同 性 质 是 理所当然 的 . 

定义 1.5.12 所 界定 的 同 伦 盖 , 确 是 一 种 等 价 关系 (试验 证 之 !) ,因而 给 出 
CCX,Y) 及 拓扑 空间 的 等 价 分 类 ,这 样 得 出 的 等 价 类 称 为 同 伦 类 . 互相 同 伦 等 
价 的 映射 (或 空间 ) 无 论 外 观 上 如 何 差异 巨大 ,毕竟 存在 某 些 值得 注意 的 共同 
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性 质 ,对 这 些 性 质 的 揭示 与 描述 正 是 拓扑 学 的 基本 课题 . 

若 将 式 (12) 中 的 二 改 为 等 号 , 则 f 就 是 从 X 到 Y 的 同 胚 ,而 g = /7'. 可 
见 同 胚 是 同 伦 等 价 的 特例 ,而 同 伦 等 价 通 常 未 必 是 同 胚 . 这 就 表明 , 同 伦 类 比 
同 胚 等 价 类 更 大 ,因而 同 伦 不 变性 质 必然 是 拓扑 性 质 , 但 拓扑 性 质 则 未 必 部 是 
同 伦 不 变性 质 . 同 伦 不 变性 质 只 是 拓扑 性 质 中 更 特殊 .更 隐藏 .或许 更 有 趣 的 
一 部 分 . 

对 于 拓扑 性 质 的 研究 ,互相 同 胚 的 空间 不 必 区 别 , 因 而 在 每 个 同 胚 等 价 类 
中 只 要 选取 某 个 最 便于 考察 的 空间 作为 标本 就 够 了 . 例如 ,为 研究 平面 Jor- 
dan 闭 曲 线 , 只 要 研究 单位 圆周 就 够 了 . 同样 的 思想 亦 可 用 到 同 伦 不 变性 质 ， 
为 研究 这 样 的 性 质 , 互 相同 伦 等 价 的 拓扑 空 s 间 没有 区 别 ， 只 需 在 每 个 同 伦 类 中 
选取 适当 的 代表 就 够 了 . 

最 简单 的 拓扑 空间 无 疑 是 仅 由 一 点 构成 的 空间 ,那么 ,由 这 个 “ 单 点 空间 ” 
所 代表 的 同 伦 类 将 包括 哪些 拓扑 空间 呢 ? 这 是 一 个 初 看 起 来 似 很 平凡 但 实际 
上 颇 有 意义 的 拓扑 学 问题 . 凡 同 伦 等 价 于 单 点 空间 的 拓扑 空间 称 为 可 缩 空 间 . 

可 缩 空间 类 惊人 地 庞大 ,其 中 包括 所 有 拓扑 向 量 空间 及 任何 拓扑 向 量 空间 中 
的 凸 集 . 就 同 伦 不 变性 质 而 言 ,所 有 这 些 空间 与 单 点 空间 并 无 区 别 ! 这 个 似乎 
极端 的 例子 表明 ,适当 地 运用 同 伦 等 价 概念 能 够 带 来 多 大 的 简化 . 
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在 导 引 性 的 第 1 章 中 我 们 看 到 ,仅仅 依靠 开 集 公理 这 样 几 条 看 来 很 贫乏 
的 假设 ,就 展开 了 颇 为 丰富 的 空间 结构 ,至 少 已 成 功 地 将 我 们 一 开始 就 关注 的 
极限 与 连续 性 问题 ,纳入 到 一 个 内 在 和 谐 的 统一 体系 之 内 . 不 过 ,仅仅 基于 开 
集 公理 的 拓扑 空间 理论 已 不 能 再 走 多 远 了 . 如 同 抽象 空间 理论 中 经 常 所 见 的 ， 
一 旦 现 有 公理 的 推动 力 开 始 枯 竭 ,就 不 得 不 依赖 于 引进 新 的 假设 . 本 章 将 依次 
考虑 三 类 基本 的 假设 :分 离 性 、 紧 性 与 连通 性 . 相应 地 ,每 类 假设 界定 出 一 类 特 
殊 的 拓扑 空间 , 即 具 某 种 分 离 性 的 空间 、 紧 空间 与 连通 空间 . 对 于 每 类 空间 ,我 
们 试图 解答 的 问题 是 ，; 

(A) 该 类 空间 有 哪些 等 价 刻画 ? 

(B) 该 类 空间 是 否 为 遗传 的 .可 乘 的 与 在 连续 映射 下 保持 的 ? 

(C) 该 类 空间 与 其 他 类 型 空间 有 何 逻 辑 联 系 ? 
对 上 述 问题 的 解答 构成 一 系列 拓扑 命题 , 其 中 有 些 可 能 比较 平凡 ,有 些 ( 如 
Tychonoff 定理 ) 则 是 对 整个 抽象 空间 理论 都 有 重大 意义 的 基本 结果 ,其 影响 
远 远 超 出 拓扑 学 之 外 . 

在 本 章 中 , X,Y 等 表 拓扑 空间 ,其 拓扑 记 为 rv ,rm 当 不 致 混淆 时 省 去 下 
标 . C(X) 总 表示 CCX,R). 


$2.1 分 离 公理 


1. 3. 6 所 定义 的 邻 域 概念 可 推广 到 集 . 任 给 A CX, 令 

一 (VCX:ACT 广 )， (1) 
称 .4 为 集 A 的 邻 域 系 , 称 每 个 VE .4 为 A 的 邻 域 . 车 对 A,BCX, 有 UE 
汶 与 VE .hn, 使 得 U 站 V = 名 , 则 说 集 A 与 B 为 邻 域 分 离 , 上 且说 U,V 分 离 
4,B. 当 U,V 分 离 A,B 时 显然 U,V" 亦 分 离 A,B, 因此 邻 域 分 离 等 价 于 开 
邻 域 分 离 或 开 集 分 离 . 1. 3. 9 中 提出 的 条 件 T;, 就 是 说 空间 中 任 两 相 异 点 可 
邻 域 分 离 . 本 节 提 出 类 似 的 分 离 性 条 件 T;:(0 志 i 过 6), 称 为 分 离 公理 . 当 X 满 
足 某 个 分 离 公理 T; 时 ,就 称 义 为 T; 空间 ,或 称 X 中 的 拓扑 为 工 拓扑 . 


A., 了 0 一 了 3 空间 


2.1.1 定 义 (iD 若 当 zr,yEX,r 天 yy 时 必 有 UE 少 不 含 y, 或 有 VE 
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水 不 含 x， 则 说 满足 分 离 公理 T。. 

(ii) 若 当 zr,y E X,x 关 y 时 必 有 UE 不 含 y%, 则 说 X 满足 分 离 公 理 
T. 

(iii) 若 X 满足 分 离 公理 Ti , 旦 和 中 任何 点 与 不 含 该 点 的 闭 集 可 邻 域 分 
离 , 则 说 X 满足 分 离 公 理 T; ,或 称 X 为 正则 空间 

容易 看 出 T3 字 1T 之 六 一 了 ， 

下 面 给 出 的 等 价 刻画 使 分 离 公 理 T;,(0 过 :过 3) 的 意义 更 加 清楚 . 

2.1.2 命 题 (i) XX 是 T, 空间 全 当 zyEXrz 天 yy 时 .全 和 水 ， 

Gi) XX 是 T, 空间 合 Vxr EX,(7z) 一 门生 会 VrEX,z 是 闭 集 . 

(iii) XX 是 T; 空间 全 X 中 的 收敛 网 有 唯一 极限 仿 对 角 线 AC 忆 XXX 是 闭 
集 . 

4Gv) 设 X 是 六 空间, 则 X 是 T; 空间 全 X 中 的 点 与 不 含 该 点 的 闭 集 可 用 
闭 邻 域 分 离 全 每 个 zx € X 有 一 个 闭 邻 域 基 . 

证 结论 (GD 与 (iD 的 证 明 是 直接 的 ， 

Ci 只 需 证 后 一 个 等 价 性 :A 是 闭 集 局 当 (zz ) -> (zy) 时 工 一 y 全 
当 x 一 7 ,zt 一 y 时 X= 二 y 合 XX 是 Ts 空间 (用 1.3.9). 

(iv) 若 XX 是 了 空间 , A CX 是 闭 集 , x € A', 则 有 开 集 U,V 分 离 x 与 
A; 进而 又 有 开 集 U,V 分 离 z 与 Ur, 于 是 加 与 U' 即 为 分 离 x 与 4 的 闭 邻 
域 . 其 次 ,注意 到 V 是 x 的 开 邻 域 全 x 不 属于 闭 集 A = V, 易 见 X 是 T, 空间 
全 YzEX' 的 每 个 邻 域 含 x 的 一 个 闭 邻 域 全 每 个 zxE X 有 一 个 闭 邻 域 基 . 


2.13 命 题 TiG 二 1,2,3) 分 离 性 是 遗传 的 与 可 乘 的 ， 

证 遗传 性 比较 明显 , 仅 考虑 可 乘 性 . 设 X;(i € 是 一 族 拓扑 空间 , X 
= [| X;. 

G 设 XiGEDD 缘 为 五 空间 , 则 VYz=(Cr)EX,r 一 |[ {x,) 是 闭 
集 ( 依 1.5.6(v)), 因 而 X 是 Ti 空间 (用 2.1. 2(Cii)， 

(ii) 7 分 离 性 是 可 乘 的 已 见于 1. 5. 6(iv). 

(ii) 设 XGE D 秋 为 矶 空间 , 则 X 是 六 空间 . 取 定 x== (x,) EX, 今 
证 x 有 一 闭 邻 域 基 . 给 定 z 的 一 个 形 如 8 1. 5(3) 的 开 邻 域 , 取 xz， 的 闭 邻 域 
4 使 全 CBC 过 & 壕 m， 则 


中 有 些 文献 所 说 的 Ts 空间 并 不 要 求 满足 分 离 性 ,因而 Ts 分 离 性 弱 于 正则 性 ; 另 一 些 文献 的 
说 法 则 恰好 相反 . 对 于 下 面 考虑 的 T; (3 序 达 i < 6 ) 亦 有 类 似 情况 . 鉴于 通常 主要 运用 TT 空间 ,这些 
定义 上 的 差异 并 不 特别 重要 ， 
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42TTAx 1 XCIBx 1 XX, 


A 是 x 的 闭 邻 域 ( 用 1 5 66)). 这 表明 < 有 闭 名城 基 人 
设 和 = !0,1) 则 X 依 平凡 拓扑 不 是 To 空间 ,X 依 拓扑 rz 一 (X, 纪 ,| 

是 T 而 非 T 空间 . 非 Tz 的 了 T 空间 的 例子 见 2. 2 和 人 交工 空间 的 例子 

见 2. 5. 5. 


B. 全 正则 空间 


首先 给 出 函数 分 离 的 一 般 概念 . 设 FCC(CX),A,BCX. 知 存 在 太 E 下 ， 
使 得 
f(A) =az¥B= f(B), (2) 
则 说 下 或 上 分 离 A 与 B. 当 C(X) 分 离 A 与 B 时 说 A 与 B 可 函数 分 离 . 注 
意 , 若 (2) 满 足 , 令 gg 二 (f 一 2)/(8 一 a), 则 g € C(X),g(A)= 二 0,g8(B)=1; 
进而 令 有 = CgV 0) Al, 则 hECCX,D),J = [0,1],h(A) = 0,h(B)=1. 
因此 , CCX) 分 离 A 与 B33fECCX,), 使 f(A) 二 0,f(B) 二 1.C(X) 分 
离 必 与 B 的 条 件 更 宽 些 ;只 要 存在 / E CCX) ,使 
flxo) EfB). (3) 
事实 上 ,由 (3) 推 出 有 8 >>0, 使 
(ys —6,y 0) NN f(B) = Y, Yo = f(ro), 
取 gE COR, ,使 gyo) = 二 0, 在 (% 一 6,w% 十 站 外 gly) 二 1, 则 g 一 9。 
ff ECX, ND,g(270) = 0,g(B)= 1. 
对 A,BCX 与 f € CC(X) 约定 以 下 常用 记号 : 


ACCBSOACB’ ( 强 包含 ); (4) 
supp 上 一 tr: f(x) 关 0} ( 支 集 ); (5) 
A<fOfFECKX,N Hf/(A)= 1; (6) 

f<BSEfECX,N H supp f CTCB. (7) 


由 Rudin 倡 用 的 记号 玫 ,被 证 明 是 特别 简便 而 有 效 的 . 若 3AE CCX) ,使 A 
二 (0), 则 称 A 为 零 集 , 称 4A' 为 余 零 集 . 可 直接 证 明 如 下 引 理 . 

2.1.4 引 理 设 ACX, 则 A 是 零 集 今 3/fECCX),rER, 使 A=1{f 
之 小 或 A= (7);A 是 余 零 集 写 jfEC(X),rER, 使 A={f<" 嘻 jf 
ECCX,), 使 A 二 {f/f< 二 1 或 A={f0). 

2.1.5 定义 车 X 是 T, 空间 ,其 中 任 一 点 与 不 含 该 点 的 闭 集 可 函数 分 
离 , 则 称 X 为 全 正则 空间 (或 Ts} 空间 、Tychonoff 空间 ). 

构成 本 书 主要 讨 t 华 对 象 的 一 致 空间 ,度量 空间 与 拓扑 向 量 空间 都 是 全 正 
则 空间 ,这 就 注定 了 全 正则 空间 的 重要 性 . 
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2.1.6 定理 对 于 Ts 空间 X, 以 下 条 件 互相 等 价 ， 

(DX 是 全 正则 空间 ; 

GD Yr€EX,VEh,IfE CC(X), 使 得 {x} < f<V; 

(iii) X 有 由 余 零 集 构成 的 拓扑 基 ; 

(iv) 存在 下 CCCX, 了 ,使 以 下 赋值 映射 是 拓扑 嵌入 、 

e:X— 7, TT (f(x)) jer. (8) 

证 OQ) 过 (i 让) 过 Gi) 的 证 明 是 平凡 的 . 

(0D 这 (iw). 取 下 CCX,]). 由 Ts 分离 性 及 条 件 (iii) 推 出 下 分 离 X 中 的 
点 ,因此 (8) 是 单 射 . 由 1. 5.6(ii) 知 e(。) 连续 , 若 {x } CCX，zrrE 
XX， 则 由 条 件 (iii) 有余 零 集 V, 使 + €E V, 对 {x,} 的 某 个 共 尾 子 网 {zs) 有 
Xr EV. 取 /EF 使 V= {ff 二 1)， 则 显然 不 能 有 f(x,) > f(x). 这 表明 (8) 
为 拓扑 能 人 . 

(CIvV)=>(1)， 设 BCX 是 闭 集 ， To EB 利用 拓扑 租 入 (8) ,可 得 zx, 的 邻 域 
UCB:, 

U= {rE X;| f(x)— f(x) | ell 71Tn)), 
其 中 fi€ F(l i 之 n),e 汪 0. 令 
f(7) = max | fi(x)— fi(ro) |， 

则 f€ CX),f(xo) = 0,f(B) 之 e, 故 条 件 (3) 满 足 , 从 而 zz 与 B 可 晴 数 分 
离 . 因此 X 是 全 正则 的 . 

2.1.7 命题 全 正则 性 是 遗传 的 与 可 乘 的 . 

证 遗传 性 可 直接 利用 定义 2. 1. 5 证 明 , 仅 证 可 乘 性 . 设 XGe 了 ) 是 一 
族 全 正则 空间 , X = 了 X,P;:X 一 Xi 是 投影 . 注意 到 VAE CCX,,J), 有 / 


会 AP,E C(X, 了 ), 利用 2. 1. 6(iv) 不 难 验证 ,赋值 映射 
X—/!, XT (f(r)) jer 

是 一 拓扑 嵌入 ,其 中 下 = CCX,J). 因此 X 是 全 正则 的 . 口 

2. 1.8 定理 (Tychonoff 1930) X 是 全 正则 的 后 存 在 非 空 集 0, 使 XX 
C 六 ,此 处 C 表 拓扑 嵌入 ( 下 同 ); X 是 第 二 可 数 的 全 正则 空间 忆 XC J*,w 
表 无 限 可 数 集 . 

后 一 结论 表明 , / 是 第 二 可 数 全 正则 空间 的 万 有 空间 

证 首先 ,由 2.1.7 推出 , 12 的 任何 子 空间 是 全 正则 的 , J* 的 任何 子 空 
间 是 第 二 可 数 的 全 正则 空间 (用 1. 5. 11). 


d 车 空 间 X 具有 性 质 已 , 且 任 何 有 性 质 忆 的 空间 均 可 笠 人 X, 则 称 义 为 有 性 质 P 的 空间 的 万 
有 空间 ， 
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反之 , 若 X 是 全 正则 的 , 则 由 2.1.6Giv) 有 XCJ2,OCCCX,J). 若 X 是 
第 二 可 数 的 全 正则 空间 , 则 它 有 由 余 零 集 组 成 的 可 数 拓扑 基 {B,) (用 2.1.6 
(iD ,1.3.4). 取 广 ECCX,j 站 ,使 B=!( 廊 >>0} (用 引 理 2.1.4)， 令 王 
{f,}, 则 如 同 证 2. 1. 6 一 样 可 指明 赋值 映射 (8) 是 拓扑 嵌入 ,因此 C 三 . 

J? 称 为 Q 维 方 体 , 它 有 足够 好 的 拓扑 性 质 (例如 , J 是 紧 正规 空间 , J* 
是 紧 度 量 空间 ,参看 2. 2. 3 与 3. 3. 8) ,其 中 有 些 性 质 可 传递 给 全 正则 空间 . 


C. 正规 空间 


2.1.9 定 义 车 X 是 T; 空间 ,其 中 任 一 对 互 不 相交 的 闭 集 可 邻 域 分 离 ， 
则 称 X 为 正规 空间 或 了 空间 . 

正规 空间 有 一 系列 形式 上 很 不 相同 的 刻画 ,其 中 一 些 刻 画 还 是 颇 著 名 的 
拓扑 定理 . 下 面 给 出 这 类 结果 的 一 部 分 , 另 一 些 将 在 3 2. 4B 中 给 出 . 

2. 1. 10 定理 ”对 于 Ts 空间 X, 以 下 条 件 互 相等 价 : 

(GD X 是 正规 空间 ; 

(DACCBCX=>ICCX, 使 ACCCCCB, 且 可 设 C 为 开 集 ; 

(ACCBCX>IfECX)AK<f<B; 

(ivy) 若 A CX 是 闭 集 , f € CCA), 则 可 扩张 为 g € C(X), 使 得 
sup | f(x) | 一 sup | gCx) |. 

证 〈iv)=>(iii 之 (ie3(D 的 证 明 并 不 难 , 不 子 考 虑 ， 

(过 GD). 车 ACCB, 则 重复 应 用 条 件 (让) 推出 : 任 给 +r 一 &2",k 二 1， 
2,… 2" 一 1],n 一 1,2,…, 存在 BCX 与 开 集 A,, 使 得 当 r 二 7 时 A CCA, 
CC A CCB CC B. 约定 4 = X, 邻 g(x) = inf{r >0:x € 4,}, 则 
g(A) = 0,g(Bi) = 1. 不 难 验证 : 


人 p 委 0， 

(g <B}=1YAr, 0<BEl, 
X， B>1， 
2， B=0, 

{g 志 8B} = QA 0 委 8 一 1]1， 
X， B 兰 1， 


故 g € CCX) (用 1.3.16(v)). 于 是 了 二 1 一 g 合 于 条 件 (iii) 之 要 求 . 

(ii) 全 (iv) 只 考虑 fl。 会 sup | f(x) | 二 2 的 情况 (对 一 般 情况 仅 需 
附加 适当 连续 变换 ) ,不 妨 设 | /ls =1. 令 B-= 广 [ 土 1/3,1j, 则 由 条 件 
(Gi) 有 gi1 E€ CCX), 使 g1(B4) = 士 1/3, 且 
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| gi | 会 sup | &1(7) | 过 1/3， 
从 而 ef 一 ga 志 273. 设 已 作出 ; {gi;:1 之 7 之 n}) CCCX), 使 得 


| g.| <1(3).， I/ Bl, < (3) ， (9) 
则 
ge(3) (1 一 eecQ， loli<l 

二 是 又 有 we Ce 是 人 2 
(2/3)Yy， 则 以 2 十 1 代 革 后 (9) 仍 保持 成 立 . 这 就 归纳 地 作出 满足 (9) 的 序列 

{g,} CCCX). 由 (9) 直 接 推出 
gE EECX), glA=/, lgil<l. 
定理 2. 1. 10 中 的 Gi) 与 (iv) 是 对 正规 性 的 最 重要 的 刻画 ,二 者 分 别 以 
Urysohn 定理 (1925) 与 Tietze 定理 (1923) 著 称 . (iii) 显 然 相 当 于 : X 中 任何 两 
个 互 不 相交 的 闭 集 可 函数 分 离 . 2. 1. 10 断言 ,连续 函数 分 离 闭 集 ”等 价 于 “ 闭 
集 上 的 连续 函数 可 扩张 为 全 空间 上 的 连续 函数 ,这 是 一 个 富有 启发 性 的 深刻 
结论 ,我们 将 这 简单 地 说 成 “函数 分 离 等 价 于 连续 函数 可 扩张 ”. 表面 上 看 ,“ 闭 
集 可 函数 分 离 ” 与 “ 闭 集 上 的 连续 函数 有 连续 扩张 > 似乎 并 不 相关 ,而 实际 上 却 
被 证 明 是 一 回 事 . 在 $ 4. 3 中 将 对 局 部 凸 空间 中 的 连续 线性 泛 函 建立 类 似 结 


论 . 


2. 1. 10(0ii) 表 明 五 他 工 二 . 非 正规 的 全 正则 空间 的 例子 见 2. 5.7. 
与 Ti(i3 六 ) 分 离 性 不 同 , 正规 性 既 不 是 遗传 的 ,也 不 是 可 乘 的 . 不 过 


容易 看 出 ,正规 性 是 闭 遗 传 的 . 

正则 性 严格 地 弱 于 正规 性 . 但 对 于 第 二 可 数 空间 而 言 ,正则 性 与 正规 性 是 
等 价 的 . 

2.1.11 定理 设 X 是 第 二 可 数 的 正则 空间 , 则 X 是 正规 的 . 

证 设 4,BCX 是 互 不 相交 的 闭 集 . 取 X 的 可 数 拓 扑 基 .4, 令 

N= (UE HR:ANMNUZzGUCB), 
vy | . 由 X 的 正则 性 推出 A CU U,. 同 理 , 有 一 列 开 集 
| 全 得 CU CA 令 


U=U (UMUV), v=U (vA UU). 
则 易 验 证 U 与 V 分 离 A 与 B. 故 X 是 正规 的 . 


D. Ts 一 空间 


2.1.12 定义” 若 X 的 每 个 子 空间 是 正规 的 , 则 称 X 为 T; 空间 或 全 正规 
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空间 ;: 若 X 是 了 空间 上 且 其 中 的 闭 集 皆 为 零 集 , 则 称 X 为 Ts 空间 或 完 正 规 空 
间 . 

2. 1. 13 定理 (Urysohn) 设 X 是 了 空间 , 则 XX 是 T; 空间 会 X 中 任何 互 
相 隅 离 的 两 集 可 邻 域 分 离 , A 与 B 互相 隔离 意味 着 

ANB=ANB=Y. 

证 若 X 是 了 ;空间 ,4,BCX 互 相隔 离 , 则 在 X 的 开 子 空间 M = (A 站 
B) 中 A\B 与 B\A 是 互 不 相交 的 闭 集 ,于 是 有 开 集 U,V CC M 分离 A\B 与 
B\A, 可 验证 U 与 V 即 分 离 A 与 B. 

反之 ,者 X 中 互相 隔离 的 两 集 可 邻 域 分 离 , M CX,A,B 是 M 中 互 不 相 
交 的 相对 闭 集 , 则 可 验证 A,B 互相 隔离 ,因而 可 邻 域 分 离 . 这 表明 X 是 T; 空 
间 . 

2.1. 14 定理 对 于 了 空间 X, 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(GDX 是 Te 空间 ; 

(ii) 任 给 互 不 相交 的 非 空 逆 集 A,B CC X, 有 f € C(X), 使 得 A = 
广 (0) 有 B= 广 :(1); 

(iii) X 是 正规 空间 是 其 中 每 个 闭 子 集 为 G; 集 . 

证 QO) 守 GD). 若 XX 是 T。 空间 , A,B CX 是 互 不 相交 的 非 空间 集 , 则 有 
gvh ECCX,J), 使 得 A==g1(0),B 二 hr-1(0) (用 2.1.12 与 2.1.4). 于 是 f 
二 g/(g 二 Th) E C(X),A = 广 (0),B== 六 (1). 反之 , 设 条 件 (i) 满 足 , A CC 
X 是 闭 集 ,可 设 A 关 X, 名 , 取 x。E€ A', 将 条 件 ( 让 用 于 A 与 {x,) 得 出 A 为 
零 集 , 故 X 是 Ti 空间 . 

已 证 结论 表明 了 之 五 ， 

(DSSGiD. 车 XX 是 T 空间 ,ACX 是 闭 集 , 则 有 Fe CCX), 使 得 A = 
三 (0). 于 是 A= 门 {| fl 二 1/n}) 是 G 集 , 故 条 件 (iii) 满 足 . 反 之 , 设 条 件 (iii) 
满足 , A CX 是 闭 集 , 则 有 开 集 G, CX(n E N) 使 得 A== 门 G,. 依 2.1.10 
Gi) 有/,€ CCX), 使 得 A<f<GmneEN. 令 /一 27,, 则 f € 
CCX,]), 

f=1Of(7) =1VYnE NEOrEG(YnEN), 

故 A = f°"'(1) 为 零 集 . 这 表明 X 是 Ts 空间 . 

显然 T; 生 荆 . 其 次 显然 T 是 遗传 的 ,而 T6 坟 TT, 故 Te 志 Ti;. 

2.1. 15 命题 “TT,7; 与 T; 分 离 性 在 连续 闭 满 射 下 保持 . 

证 设 F;X 一 Y 是 连续 闭 满 射 . 

(i ) “XX 是 T, 空间 >Y 是 工 空间 ”之 证 是 直接 的 . 

(iD 设 X 是 T; 空间 , 名 关 BCY, 则 A 会 FB 作为 X 的 子 空间 是 TT 
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空间 ,而 | A;A 一 B 是 连续 闭 满 射 ,因而 B 是 T, 空间 ,于 是 Y 是 T; 空间 . 
(Cii) 设 X 是 T。 空间 , 则 Y 是 T 空间 .车 BCY 是 闭 集 , 则 A 会 Fr1BC 

X 是 闭 集 ,因而 有 AE CCX,J) ,使 A= 广 1(0). 于 是 
B=(FA) = |F(U {f= 1/n)| 


e 


= 人 CE li 全 ne 
是 G; 集 , 故 由 2.1.14 知 Y 是 TT 空间 . 
若 X 是 度量 空间 , A CX 是 闭 集 , f(x) = d(x,A), 则 f€ CX),A= 
广 (0). 可 见 XX 是 Ts 空间 , 因而 具有 本 节 所 有 的 分 离 性 结论 . 基于 分 离 公理 
的 空间 分 类 ,对 于 度量 空间 并 无 意义 . 


3 2. 2 紧 性 与 局 部 紧 性 


确立 某 种 极限 的 存在 性 ,在 分 析 数学 的 各 个 领域 都 是 经 常 要 考虑 的 重要 
问题 . 这 类 问题 的 解决 通常 依赖 于 某 个 抽象 空间 的 紧 性 或 完备 性 , 紧 性 正 是 本 
节 要 考虑 的 . 


A. 紧 性 


大 C2*,AC Yr, 则 称 必 为 A 的 一 个 覆盖 . 当 -yC rx 且 .7 覆盖 A 时 
称 :为 A 的 开 覆 盖 , 闭 覆盖 的 意义 自明 . 若 7 覆盖 4 上 且 .7C 丈 则 称 .7 为 马 
的 子 覆 盖 . 大 指 标 集 了 是 全 序 集 , i 之 j > A; CA 则 称 集 族 {A, : i € 也 为 
集 套 . 非 空 集 的 集 套 显然 是 有 限 相交 的 . 

2 和.2. 工 定义 车 拓扑 空间 X 的 每 个 开 覆 盖 有 有 限 个 子 覆 盖 , 则 称 X 为 紧 
空间 . 车 A CX 作为 子 空间 是 紧 的 , 则 称 A 为 紧 集 ; 若 A CX,A 是 紧 集 , 则 称 
A 为 相对 紧 集 . 

紧 空间 概念 是 Alexandroff 与 Urysohn 于 20 世纪 20 年 代 初 引进 的 , 它 
无 颖 得 到 经 典 有 限 蔬 盖 定 理 的 启示 . 不 妨 说 , 紧 空间 就 是 满足 有 限 覆 盖 定 理 的 
空间 . ACX 为 紧 集 可 直接 刻画 为 : A 在 X 中 的 任何 开 覆 盖 有 有 限 子 覆 盖 . 鉴 
于 通过 考虑 相对 拓扑 总 可 以 将 关于 紧 空间 的 结论 用 于 紧 集 , 故 下 面 主 要 考虑 
紧 空间 . 

对 于 紧 性 概念 的 方便 运用 ,熟悉 紧 性 的 各 种 刻画 是 重要 的 . 下 面 的 定理 汇 
集 了 主要 的 结论 . 

2.2.2 定 理 对 于 拓扑 空间 X, 以 下 条 件 互相 等 价 : 

GD X 是 紧 空间 ; 
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(ii) X 中 任何 有 限 相交 的 闭 集 族 有 非 空 交 ， 

(ii) 车 人 多 C2* 是 闭 集 族 , 门 呈 CGEr， 则 有 BE 3* (记号 见 $1.1 
(2)), 使 BCG; 

(iv) 由 子 基 开 集 作成 的 X 的 覆盖 必 含 有 限 子 覆盖 ， 

(v) X 中 非 空 闭 集 的 套 必 有 非 空 交 ; 

(vi) X 中 任何 网 有 收敛 子 网 . 

证 “〈D 一 (ii 之 (0 之 (0 一 (iv) 与 Ci) 之 (v) 的 证 明 是 直接 的 ,不 予 考 虑 ， 
余下 只 要 证 (iv) 之 (iD ,(v) 之 (iD 与 (iD 人 (vi)， 

(iv)=>(). 设 X 十 紧 ' 风 有 不 含有 限于 槛 瘟 的 极 大 开 履 益 -用 极 大 原理 
1. 1.6). 设 3 是 XX 的 拓扑 子 基 , 令 久 = nm 3 今 证 明和 =X( 从 而 条 件 (iv) 
必 不 满足 ) VzEX, 取 4AE ,使 +E€ A, 取 有 限 子 族 1B;} CC%, 使 YEN 
B; CA, 则 必 有 某 个 B; ES( 从 而 zxE B; € 多 )., 否则 ,由 .7 的 极 大 性 ， Vi 
有 有 限 子 族 x C .vy, 使 以 U {1B;} 覆盖 X， 于 是 

X=N (BU) = (NB)IUU KE) 
=AUU fF ), 
与 .7 不 含有 限 子 覆 盖 相 矛盾 ， 

(Vv) 之 (让). 设 必 C2* 是 有 限 相 交 的 闭 集 族 , 门 性 = 名 ,可 设 心 的 基数 a 
是 最 小 的 . 令 7 二 (Ap)g<s,PB 是 序数 ,Bg 一 门 .<pA,， 则 {Bp}s<。 是 非 空 闭 集 的 
套 , 门 Bs = 门 As = 名 , 这 表明 条 件 (v) 不 能 满足 . 

(1) 沪 (vDj). 设 {x}) CX 是 一 个 网 , 令 A 二 (zs 二 由 则 {A,} 是 有 限 
相交 闭 集 族 ,于 是 由 条 件 Gi) 有 xzENA. YUE 尺 ,Vt, 取 s 之 1， 使 EU. 
令 6 二 (5,0) ,ts 二 $s, 约定 6 才 二 (9 ,UEs 志 9， 上 且 U 必 UVU', 则 {xz} 是 

小 的 一 个 子 网 (参考 $》1. 3C) ,直接 看 出 x 一 渡 . 

(Vv) 过 ( 让 ). 设 以 C 2* 是 有 限 相 交 的 闭 集 族 , 不 妨 设 := .YAE 
取 x € 4, 则 当 尽 以 书 为 序 时 (za:AE -是 一 个 网 .车 (za 1 而 基 个 了 网 
收 伍 于 xz, 则 必定 x EN 忆 

在 定理 2. 2. 2 中 ,条 件 (v) 似 乎 是 经 典 的 区 间 套 定理 的 推广 , 而 (vi) 则 可 
看 作 关于 闭 区 间 的 Bolzano-Weierstrass 聚 点 原理 2 的 一 般 化 . 因此 可 以 说 ,在 
拓扑 空间 这 种 高 度 抽象 的 框架 内 ,通过 定理 2. 2. 2 实现 了 有 限 覆 盖 定 理 、 区 间 
套 定理 与 聚 点 原理 的 某 种 统一 . 

顺便 指出 ,为 最 大 限度 地 推广 某 条 分 析 定 理 ,常常 引导 到 界定 一 类 空间 . 


个 即 “ 每 个 有 界 序列 必 有 收敛 子 列 ” 序列 {x,} 的 子 列 之 极限 称 为 {x,} 的 聚 点 . 相应 地 ,一 个 网 
{.r} 的 子 网 之 极限 称 为 (x) 的 聚 点 . 因此 ,2. 2. vi) 相当 于 涪 . 中 任 站 网 有 至上 这 显示 出 它 是 
Holzano-Weierstrass 时 点 原理 的 推广 
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这 在 抽象 空间 理论 中 已 成 为 一 条 颇具 普遍 性 的 思考 规则 . 人 们 总 希望 将 那些 
熟悉 且 有 广泛 应 用 的 分 析 定理 (如 有 限 覆 盖 定理 ) 推 广 于 很 一 般 的 空间 . 但 在 
仔细 考察 之 后 往往 发 现 ,一 条 老 定理 在 新 的 意义 下 的 应 用 是 有 条 件 的 . 于 是 人 
们 就 界定 出 一 类 空间 ,使 得 该 类 空间 正好 是 那些 适 于 应 用 某 条 熟知 定理 的 空 
间 . 于 是 ,一 类 新 的 空间 就 诞生 了 . 本 章 所 考虑 的 紧 空 间 .序列 紧 空 间 与 连通 空 
间 ,以 及 第 3 章 将 考虑 的 完备 空间 等 ,都 属于 这 种 情况 . 

2.2.3 定 理 (i) 紧 空 间 的 闭 子 集 是 紧 集 , T; 空间 的 紧 集 是 闭 集 . 

(ii) 紧 空间 的 积 空 间 是 紧 空间 . 

(iii) 连续 映射 映 紧 集 为 紧 集 . 

综合 以 上 结论 得 出 : 紧 性 是 闭 和 遗传 的 .可 乘 的 、 在 连续 映射 下 保持 不 变 , 其 
中 最 重要 的 无 疑 是 可 乘 性 , 它 以 Tychonoff 定理 (1930) 著 称 ,可 以 说 是 整个 数 
学 中 最 重大 的 结果 之 一 . 

证 应 用 2.2.2(vi) ,结论 G1) 与 Gii) 的 证 明 是 很 直接 的 ,至 于 (ii) 的 证 明 ， 
原则 上 不 可 避免 要 使 用 某 种 超 限 程序 ,因而 远 不 是 平凡 的 . 不 过 ,利用 2. 2. 2 
(iv) ,这 一 证 明 已 变 得 比较 容易 ,可 以 说 ,关键 性 的 障碍 已 在 2. 2. 2(iv) 的 证 明 
中 扫除 了 . 

设 (X;,t) (i ED 是 一 族 紧 空间 , X = ]| Xi,Pi:X->X, 是 投影 ,7CU 
Pr 已 町 盖 X. 邻 3 二 Pi.8, 则 必 有 某 个 六 覆盖 X， 否则 ,ViE 1,3xi€ 
XN 入 , 令 X= 二 (xi), 取 BE 使 EB. 设 B= Pi'B,,B; Et, 则 x E€ 
PiB € %, 得 出 矛盾 . 取 定 i€ 1, 使 X 一 充 ; 取 有 限 子 族 .CC 办 覆盖 和 
则 P7 心 是 的 有 限 子 覆 盖 . 

定理 2. 2. 3 有 一 系列 有 价值 的 推论 ,为 便于 应 用 ,将 其 汇集 于 下 . 

2.2.4 推论 (i) 紧 空 间 上 的 实 连续 函数 取得 最 大 最 小 值 . 

(ii) 车 FEC(X,Y),X 是 紧 空 间 ,Y 是 Ts 空间, 则 下 是 闭 映 射 ,因而 当下 
是 连续 双 射 时 必 为 同 胚 . 

(iii) 着 rz 与 r 分 别 为 X 上 的 紧 拓扑 与 T; 拓扑 ,rz 字 mm, 则 必 r = mm 

(iv) 设 X 是 紧 空 间 , Y;(i € 了 是 一 族 T, 空间 , f; € CCX,Y,),F=1{f;} 
分 离 X 中 的 点 , 则 X 中 的 拓扑 必 为 下 生成 的 拓扑 ( 依 1. 5. 3). 特别 ,车 下 己 
CCX,Y) 分 离 X 中 的 点 , Y 是 T 空间 , 则 如 下 赋值 映射 是 拓扑 嵌 人 (对 照 
§ 1.5(5),(6)) 


e:KX—>Y!, Tr—> (f(r)) jer. (1) 
(Vv) 设 Xi(i € DTD 是 一 族 紧 空间 , XX 二 [|] Xi,P,:X -> X; 是 投影 . 若 

r 是 X 上 使 得 已 ; 篆 连 续 的 Ts 拓扑 , 则 rz 必 非 紧 拓扑 ,除非 z 就 是 积 拓扑 . 
证 (CD 由 2.2.3(iii) 推 出 ,ii 由 2. 2. 3(C0(ii) 推 出 ,由 (0) 推 出 (Cii) , 结 


\ 
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合 GiD) 与 1.5.4,1.5,6 推出 Gv) 与 (v). 
2.2.4() 推 广 了 熟知 的 分 析 定 理 ; 闭 区 间 上 的 连续 了 清 数 有 界 . 不 过 这 一 定 
理 的 推广 形式 的 适用 范围 较 紧 空间 为 广 . 准确 的 表述 是 引进 所 请 伪 紧 空间 , 即 
其 上 的 实 连续 函数 均 有 界 的 拓扑 空间 . 于 是 2. 2. 4(i) 意味 着 : 紧 空间 是 伪 紧 
的 ,而 逆 命 题 则 未 必 有 成立. 
2. 2. 4(v) 表 明 , 为 使 投影 连续 日 Tychonoff 定理 成 立 (这 两 者 都 是 难以 铭 
弃 的 ) ,在 积 空 间 中 除了 使 用 定义 1. 5.5 意义 下 的 积 拓扑 之 外 , 别 无 选择 . 这 就 


- 今 人 信服 地 证 实 了 积 拓扑 定义 的 合理 性 . 


应 用 紧 性 的 一 种 典型 方式 是 :车 命题 P 局 部 地 成 立 ( 这 意味 着 在 每 点 的 
一 个 邻 域内 成 立 ), 则 必 在 紧 集 上 成 立 . 下 面 考虑 一 个 典型 例子 . 

2. 2. $ 定理 (Wallace) 设 X,Y 是 拓扑 空间 , ACX 与 BCY 是 紧 集 ,W 
是 AXxB 在 XXY 中 的 邻 域 , 则 有 UE.t,VE.ts, 使 UxVCW. 

当 A,B 是 单 点 集 时 ,以 上 结论 平 几 地 成 立 . 直观 地 说 , 因 紧 集 如 此 “ 紧 
密 ”, 以 至 其 特性 已 接近 于 点 ,因而 对 点 成 立 的 命题 亦 可 推广 到 以 紧 集 代 点 的 
情况 . 这 是 紧 集 发 挥 作用 的 重要 方式 之 一 . 

证 任 给 (a,6) € AXB, 取 (a,6) 的 开 邻 域 Us XV CW, 固定 a € 
A, 由 B 的 紧 性 有 有 限 集 (6;} 性 B， 使 BCUjV AV.. 令 UU, = /Us, ， 则 
{a} XBCU, XV CW. 然后 取 有 限 集 {a) 忆 A, 使 ACUiU, 会 U, 令 V 
三 门 :V,， 则 U 与 V 显然 合乎 定理 要 求 . 口 

2.2.6 推 论 ” 紧 T; 空间 是 正规 空间 , X 是 全 正则 空间 SX 可 拓扑 嵌入 
一 个 紧 T 空间 并 在 其 中 稠密 . 

证 若 A,B 是 紧 T, 空间 X 中 互 不 相交 的 闭 集 , 则 对 全 ,8 与 殉 =A(A 
是 对 角 线 ) 用 2. 2. 5 得 出 A,B 可 邻 域 分 离 . 

若 X 是 全 正则 空间 , 则 可 设 XC J? (2.1.8), XX 在 J? 中 的 闭 包 是 紧 T， 
空间 (用 2. 2. 3(iD (ii )， 


B. 可 数 紧 与 序列 紧 


2.2.7 定 义 若 X 的 任何 可 数 开 覆 盖 有 有 限 子 覆盖 , 则 称 X 为 可 数 紧 空 
间 ; 若 X 中 任何 序列 有 收敛 子 列 , 则 称 X 为 序列 紧 空 间 ; 若 X 中 任何 无 限 集 
有 聚 点 , 则 称 X 为 聚 点 紧 空 间 . 

可 数 紧 集 ,序列 紧 集 等 的 意义 是 自明 的 . 

以 下 命题 形式 上 颇 类 似 于 2. 2. 2, 但 在 “可 数 ” 情 况 下 其 证 明 要 容易 得 多 . 

2. 2. 8 命题 “对 拓扑 空间 X, 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(i) XX 是 可 数 紧 的 ; 

(ii) 若 B, CCX(n EN) 是 有 限 相交 的 闭 集 , 则 门 B, 冯 儿 ; 
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(Ci) 在 BCX(n EE N) 是 闭 集 , 站 B,CGE rn, 则 IneEN, 使 丫 1B， 
CG. 

(iv) 若 (1B,) 是 X 中 非 空 闭 集 的 降 列 , 则 门 B, 关 2 

当 取 X 为 闭 的 实 区 间 时 ,由 实数 理论 熟知 ,2. 2. 7 所 定义 的 三 种 紧 性 条 件 
血 满 足 且 可 互相 推出 . 现在 指明 ,在 附加 一 定 条 件 的 拓扑 空间 中 ,能 证 明 同 样 
的 等 价 关 系 . 

2.2.9 定 理 (i) 序 齐 紧 空间 是 可 数 紧 的 ,可 数 紧 的 第 一 可 数 空间 是 序列 

(ii) 可 数 紧 空 间 是 聚 点 紧 的 , 聚 点 紧 的 工 空间 是 可 数 紧 的 . 

综合 以 上 结论 得 出 ;对 于 第 一 可 数 的 Th 空间 (如 度量 空间 ) ,序列 紧 、 可 数 
紧 与 聚 点 紧 三 者 互相 等 价 . 顺便 指出 ,对 于 度量 空间 紧 与 序列 紧 一 致 ( 详 见 
3. 2. 3). 

证 (i) 车 XX 是 序列 紧 的 , {B,) 是 X 中 非 空 闻 集 的 降 列 , 任 取 zx, € B ， 
则 有 子 列 xz， -> xz, 显然 x np 故 X 是 可 数 紧 的 (用 2. 2.8(iv)). 反之 , 若 

X 是 可 数 紧 的 第 - 一 可 数 空间 ,而 某 个 序列 (x,) CC 和 无 收敛 子 列 , 则 A, 会 (人 
之 n)(n EN) 是 闭 集 的 降 列 (断言 A， 为 闭 集 用 到 第 一 可 数 性 1) 而 门 A, = 
作 , 得 出 矛盾 . 故 X 必 是 序列 紧 的 ， 

GD 设 关 可 数 紧 , ACX 是 无 限 集 ,不 妨 设 A= {x,). 车 A' 二 名, 则 A, = 
(xx:k 宇 ) 和 而 间 A = 名, 得 出 矛盾 . 扩大 时 反之 , 设 X 是 聚 
点 紧 的 工 空间 , {B,} 是 XX 中 非 空 闻 集 的 降 列 ,可 设 B, 关 Bui(YnEN), 取 
E BA\B,. A 小 是 无 限 集 , 于 是 有 > E A'. 必定 +EN B,. 否则 有 nE 
N, 使 x EB,. 另 一 方面 ,| {1 ,… ,xxl) 是 闭 集 ( 五 性 用 于 此 1). 于 是 

UA{ry U CBi\{riss ri)}) €E ts, 
U 由 (A\{2)) = 多 ,这 与 + € A’ 相 矛 盾 . 故 X 是 可 数 紧 的 . 


C. 局 部 紧 性 


紧 拓 扑 空间 并 不 具有 普遍 性 . 例如 ， 任何 实 开 区 间 都 不 是 紧 的 . 不 过 ,对 于 
局 部 问题 ,只 要 是 “局 部 紧 ” 的 空间 ,就 同样 能 利用 紧 性 的 诸多 好 处 . 现在 就 来 
考察 这 种 空间 . 

2.2.10 定义 ”车 拓扑 空间 X 中 每 点 有 一 紧邻 域 , 则 称 X 为 局 部 紧 空间 . 
局 部 紧 的 Hausdorff 空间 缩写 为 LCH. 

亦 有 文献 将 局 部 紧 空 间 定义 为 每 点 有 紧邻 域 基 的 拓扑 空间 ,但 这 是 一 
实质 上 更 强 的 概念 . 不 过 ,如 下 面 就 要 指明 的 ,对 于 全 空间 ,这 两 种 局 部 紧 性 
的 定义 并 无 区 别 . 
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LCH 比 紧 空 间 要 广泛 得 多 . 首先 , R" 及 其 中 的 任何 开 集 都 是 LCH. 更 一 
般 地 ,在 现代 数学 中 处 于 重要 地 位 的 (有 限 维 ) 拓 扑 流 形 都 是 LCH. 因此 ， 
LCH 的 一 些 良好 性 质 特别 令 人 注意 . 

2.2. 11 定理 设 X 是 LCH, 则 以 下 结论 成 立 ， 

(1) X 的 相对 紧 开 子 集 构成 拓扑 基 . 

(ii) 每 点 x € X 有 一 紧邻 域 基 . 

(iii) XX 中 相对 紧 的 余 零 集 构 成 拓扑 基 , 因 而 X 是 全 正则 空间 ， 

证 取 定 xE 及 x 的 紧邻 域 B, 任 给 x 的 开 邻 域 V.B 作 为 X 的 村 空 
间 是 正规 的 (用 2.2.6). 令 W 会 BP 站 V, 取 feECGB), 使 f(x)=0,f/(B\W) 
二 1. 补充 定义 f| 8B 一 1, 则 了 在 闭 集 B 与 W" 上 连续 ,因而 f€ C(X) (用 
1.3. 16(iv)). 因 分离 与 V', 故 X 是 全 正则 空间 , 由 2. 1.6(iii), 有 余 零 集 
U, 使 +E UCW.U 作 为 B 的 闭 子 集 是 紧 的 , 故 U 相对 紧 且 U CV. 这 就 证 
得 (ii) ,而 (ii) 之 (D 一 (ii)， 

2. 2. 11 表明 ,LCH 局 部 是 正规 的 ,因而 可 局 部 地 应 用 正规 空间 的 结论 . 
这 就 不 难 理解 ,以 下 结果 与 定理 2, 1. 10 具有 高 度 类 似 的 形式 . 

2.2.12 定 理 设 X 是 LCH,ACX 为 紧 集 , 则 以 下 结论 成 立 : 

(4ACCBCX> 存 在 紧 集 天 ,使 得 4ACC 天 CC B. 

(i)ACCBCX>]f€C(X), 使 得 A 过 < B, 其 中 

Co(X) = {ff € C(X);supp 了 为 紧 集 }. (2) 
(ii) 若 f€ CCA), 则 了 可 扩张 为 g € Co(X)，, 使 得 
sup | f(x) | 一 sup | gCx) |. 

证 G) Yx EA, 取 x 的 紧邻 域 K;CCB. 因 A 紧 , 故 有 有 限 集 (x;) CC 
A, 使 ACU K,,K ==UK 即 合 于 所 求 . 

(ii) 设 KK 依 0), 则 对 KK 应 用 2.1.10(Gii) 得 fE CC(K), 使 A<f<K. 
补充 定义 | K 一 0, 则 了 即 合 于 所 求 . 

(iii) 仍 设 并 依 上 ,可 设 FE CCK) (用 2.1.10(iv)). 由 已 证 的 CD 有 pE 
CCX)， 使 4<p 反 天 . 令 


_ [pT) f(x), ZE 天 ; 
本 0， rE€kK', 
则 g € C,(X),g | A = f,g 即 合 于 所 求 . 
应 用 上 常见 的 LCH 大 多 是 第 二 可 数 空间 ,因此 以 下 结果 有 广泛 应 用 . 
2. 2. 13 定理 ” 设 X 是 第 二 可 数 的 LCH, 则 X 是 正规 空间 , 且 存 在 覆盖 X 
的 紧 集 列 {K,), 使 得 K, CC KGCYaEN),， 如 上 的 {K,} 称 为 紧 集 的 穷竭 
序列 . 
证 正规 性 直接 由 2. 1. 11 得 出 . 结合 2. 2. 11 与 '1. 3. 4, 知 X 有 由 相对 紧 


g(X) 
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集 组 成 的 可 数 拓扑 基 {U,}). 令 Ki 二 =. 因 开 CUD, 故 有 加 全 站 二 1 使 
得 KK CU U; 会 V;. 令 KK; 二 Vs， 则 KK。 是 紧 集 且 天; CC RK,. 如 此 继续 , 即 


可 作出 所 需 的 {K,}. 口 


2.2.14 定 理 (i) 设 X 是 LCH, 则 X 的 开 与 团子 空间 是 LCH. 

(iD 设 XGE D 是 一 族 LCH,X= [| X,, 则 X 是 LCH 所 至 多 除 有 限 
个 例外 , X; 是 紧 空间 . . 

(iii) 设 是 局 部 紧 空间 , FE C(X.Y) 是 开 满 射 , 则 了 是 局 部 紧 空间 . 

证 〈D 与 Cii) 的 证 明 是 直接 的 . 

(i) 车 站 是 1CH, 则 必 有 某 个 紧 集 有 内 部 非 空 .因而 K 包含 一 个 形 如 
3 1. 5(3) 的 基 开 集 ,这 推出 至 多 除去 有 限 个 例外 有 X, = PK (P; 是 投影 ), 这 
样 的 X; 是 紧 空间 . 

由 于 可 用 Tychonoff 定理 (2. 2. 3(ii) ) ,对 于 逆 命 题 只 需 证 ;有 限 个 LCH 
的 积 空间 是 LCH ,而 这 是 显然 的 . 

2. 2. 14(iD) 似 乎 暗含 了 这 样 的 结论 :无 穷 维 TVS 不 能 是 局 部 紧 的 . 这 一 
点 将 在 4. 1. 17 中 予以 证 实 . 因此 ,就 TVS 而 言 , 仅 有 限 维 空间 才 是 LCH, 这 
种 空间 的 代表 就 是 K" (参看 4. 1. 17). 

经 典 分 析 中 的 一 个 熟知 事实 是 :车 将 一 个 假想 点 oo 附加 到 K”, 则 K* 中 
任何 序列 必 有 收敛 子 列 , 因 而 成 为 紧 空 间 . 这 一 方法 亦 可 应 用 于 任何 LCH ,得 
出 所 谓 一 点 紧 化 , 它 是 由 Alexandroff 引进 的 . 

2.2.15 定理 设 (X,r) 是 一 个 非 紧 的 LCH. 取 不 在 XX 中 的 元 <, 令 六 
= XU {oo}, 


i 二 t+ {X\K :KCX 为 紧 集 )， (3) 
则 (X,r) 是 一 个 紧 T 空间 , (X,r) 是 在 又 中 稠密 的 开 子 空间 , 

如 上 的 X 在 同 胚 的 意义 下 是 唯一 的 , 称 为 X 的 一 点 紧 化 . 

证 直接 验 知 z 是 X 上 的 一 个 拓扑 . Yx € X, 取 xz 在 X 中 的 相对 紧邻 
域 V, 则 VV 与 X\V 是 X 中 分 离 点 x 与 < 的 开 集 . 由 此 知 (X,z) 是 T 空间 . 
由 (3) 直 接 看 出 (X,r) 是 (X,z) 的 开 子 空间 . 因 任 给 紧 集 KCX,X 站 (X\K) 
二 XK 关 名 , 故 吕 属于 X 在 X 中 的 闭 包 , 因 此 X 在 了 中 稠密 . 若 :Ci 覆 
六 XX, 则 必 有 A = X\K € .v,K CX 是 紧 集 , 取 有 限 族 4 己 : 使 KC 则 
站 LA 是 .7 的 有 限 子 覆 盖 . 因此 XX 是 紧 空间 . 


32.3 连 通 性 


连通 性 ,万 是 对 "* 连 成 一 片 "这 一 直观 概念 的 拓扑 表述 . 它 有 强度 略 有 差别 
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的 两 种 形式 : 非 隔断 性 与 路 连通 性 ,两 者 都 有 其 对 应 的 局 部 化 概念 . 
A. 连通 与 隔离 


2.3.1 定 义 设 (X,r) 为 拓扑 空间 . 若 存 在 分 解 
X=AUB, CzA, BEr, ANMNB=%, (1) 
则 说 X 是 隔离 的 , 当 X 非 隔离 时 称 为 连通 空间 . 若 A 己 X 作为 子 空间 是 连通 
的 , 则 称 A 为 连通 集 . 
已 提 到 两 集 A,B CX 互相 隔离 今 AN 站 B= 多 = A 八 B (参看 定理 
2. 1. 13). 因此 定义 2. 3. 1 可 等 价 地 表述 为 :不 能 表 为 互相 隔离 的 两 个 非 空 集 
之 并 的 空间 称 为 连通 空间 . 
A 性 X 是 连通 集 可 直接 描述 为 :不 存在 开 集 U 与 V, 使 得 
ACUUYV, ANUzSGANVYV, ANUNMNV= YG. (2) 
连通 性 有 多 种 形式 的 等 价 刻画 , 今 将 其 主要 者 汇集 如 下 . 
2. 3.2 定理 ”对 于 拓扑 空间 X, 以 下 条 件 互 相等 价 : 
(iD X 是 连通 的 ; 
(ii) X 不 能 分 解 为 两 个 非 空 闭 集 的 不 交 并 ; 
(iii) 除 X,C 以 外 ,和 没有 既 开 又 闭 的 子 集 ; 
(iv) 除 X, 弛 以 外 , X 没有 无 边界 点 的 子 集 ; 
(v) VE CCX),f(X) 是 一 个 区 间 ( 可 能 退化 为 一 点 ). 
证 “几乎 可 直接 看 出 (全 (DCii) 全 (iv) ,只 需 证 (后 (v). 若 广 E 
CCX) ,A(X) 不 是 一 个 区 间 , 则 必 有 r E R, 使 得 r E€ f(X), 而 
一 ceo,r) 站 f(X) FGA ,0) NN fX). 
令 A=1{f 二 7},B= {f/f 之 7), 则 (1) 成 立 , 因 而 X 是 不 连通 的 ,反之 , 若 关 不 
连通 , 则 它 有 一 个 如 (1) 的 分 解 . 令 f 二 XX, 则 用 1. 3.16(v) 易 验 知 f € 
C(X), 而 f(X) = {0,1}, 可 见 条 件 (v) 不 满足 . 加 | 
在 定理 2. 3. 2 中 ,条 件 (v) 明 显 地 占有 特殊 地 位 . 它 是 一 个 肯定 陈述 ,而 不 
像 (i) 一 (iv) 一 样 表 为 否定 形式 ,因而 运用 时 更 为 方便 f(X) 是 一 个 区 间 无 非 
et 若 f(x) 取得 值 a,8, 则 必 取 得 介 于 a 与 8 之 间 的 任何 值 . 这 就 表明 , 连 
空间 正 是 对 于 其 上 的 实 连续 函数 成 立 介 值 定理 的 空间 . 
尽管 像 VS 这 样 的 抽象 空间 总 是 连通 空间 ,一 般 的 拓扑 空间 成 为 连通 空 
间 的 机 会 是 很 少 的 . 因此 ,讨论 拓扑 空间 中 的 连通 子 集 更 有 意义 . 基本 的 问题 
是 :连通 集 在 什么 样 的 运算 或 变换 下 仍 为 连通 集 ? 以 下 定理 汇集 了 主要 的 结 
果 . 
2. 3.3 定理 (iD 设 A; CX(iE€ 了 是 一 族 连通 集 . 若 存 在 连通 集 ACX， 
使 得 A 站 mA; 关 名 (YiE 了 Dn), 则 U 一 AU (UA;) 是 连通 集 .特别 ,车 门 A; 关 
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人 和, 取 z Enm4, 令 4={(z) 得 出 U A, 是 连通 集 . 
(Gi) 者 A CX 是 连通 集 , A CC BCA, 则 B 是 连通 集 . 
(ii) 车 ACX 是 连通 集 , FE C(X,Y), 则 FA 是 连通 集 . 
(iv) 若 Xi(i € 7) 是 一 族 连通 空间 , 则 X = ]] X; 是 连通 的 . 
证 “iD 一 (ii 都 可 利用 2. 3. 2(v) 来 证 明 . 如 对 于 (0), 设 fe CD), 则 J 
二 A) 与 J 一 f(Ai)(iE€ DD 缘 为 区 间 , 且 J 了 站 万 和 CCVec DD，, 由 此 推出 
f(D) = JU(UYD,) 
为 区 间 是 不 成 问题 的 ,其 细节 不 必 效 述 . 
余下 证 (iv). 若 X,Y 是 连通 空间 , 取 定 x, E X, 则 利用 
XxY= ({xo XY})U (UX x {y}) 
与 (i) 推 出 XX XY 连通 ,进而 用 归纳 法 推出 有 限 个 连通 空间 的 积 空间 是 连通 
的 , 今 设 X;,XX 依 (iv). 若 X 非 连通 , 则 有 /E CCX), 使 /(X) = 10,1) (参看 
2.3.2 之 证 ). 因 广 (0) 与 广 (1) 皆 为 开 集 , 故 有 人) C1， 非 空 开 
集 吕 ,Vi CX; (1 之 上 过), 在 集 
U=N PiU 与 V=N Pa WV 
上 了 分 别 取 值 0 与 1. 当 i EE 人 5) 时 国定 二 EX, 则 /看 作 Ca ， 
,7 ) 有 X。 的 函数 是 连续 的 ,而 其 值 域 为 10,1), 这 与 1 X。 连通 
相 矛 盾 . 
定理 2. 3. 3 表明 ,连通 性 是 可 乘 的 且 在 连续 映射 下 保持 , 显然 ,连通 性 远 
不 是 遗传 的 . 
连通 性 概念 有 两 类 颇 不 相同 的 应 用 . 其 一 是 证 明 连 通 空间 中 菜 个 命题 P 
成 立 , P 既 可 以 是 一 条 拓扑 学 命题 , 亦 可 能 表面 上 与 拓扑 概念 全 然 无 关 . 令 A 
二 {Xx € 外 :PP 在 x 成立) . 欲 证 P 在 连通 空间 XX 上 处 处 成 立 , 只 需 验证 ， 
(1) A 关 训 ,这 通常 是 平凡 的 ，; 
(ii) A 是 开 集 , 即 x E A 时 有 某 个 邻 域 V, CC A; 
(iii) A 是 闭 集 ,或 等 价 地 , A 是 开 集 , 
显然 中 一 (ii) >A = X. 如 上 推理 模式 可 看 作 是 一 种 基于 连通 性 的 归纳 法 ， 
它 常 用 来 证 明 某 些 唯 一 性 结论 . 一 个 简单 例子 是 关于 解析 函数 的 唯一 性 定理 ， 
2.3.4 定 理 设 /(zx) 是 区 域 ( 即 连通 开 集 ) G 内 的 复 解析 函数 , Z 二 {xz， 
f(z) = 一 0)} 在 G 内 有 聚 点 , 则 f(z) == 0. 
证 令 A=Z mnG. 由 定理 条 件 有 4A 尖 杀 . 若 zE A, 则 利用 fC.) 在 点 
z 的 每 级 数 展开 式 易 推 出 在 z 邻近 了 二 0, 因而 A 是 G 的 开 子 集 . 其 次 A 显然 
是 G 的 闭 子 集 .于 是 由 G 连通 得 到 A = G, 这 推出 f(z) = 0. 
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连通 性 的 另 -一 类 应 用 服务 于 拓扑 学 的 目的 :用 于 判定 两 个 空间 不 同 胚 . 设 
X,Y 是 两 个 拓扑 空间 , 若 存 在 同 胚 下 :XX 一 Y, 则 下 应 将 X 的 连通 子 集 映 为 了 
的 连通 子 集 . 如 能 指出 X 的 某 些 连 通 子 集 不 能 映 为 连通 集 , 则 X 与 了 必 不 同 
胚 . 以 下 是 一 个 简单 而 又 有 意义 的 例子 . 

2.3.5 定理 设 ”>1, 则 Re 不 同 胚 于 R 的 任何 子 集 . 

证 设 F;R" 一 XX 是 一 个 同 肽 ,XC R. 在 R' 中 任 取 不 可 数 条 互 不 相交 
的 直线 {L,), 则 J。 = FL, 是 R 的 连通 子 集 , 它 必 为 区 间 且 不 会 退化 为 一 点 . 
于 是 {J。) 是 RR 上 不 可 数 个 互 不 相交 的 区 间 , 这 显然 得 出 矛盾 . 


B. 路 连通 性 


2.3.6 定 义 设 ] 了 = [0,1]. 车 p E€ COCU,X), 则 称 g 为 X 中 以 pg(0) 与 
2(1) 为 端点 的 路 径 . 若 X 中 任 一 对 点 都 是 X 中 某 条 路 径 的 端点 , 则 称 X 为 路 
连通 空间 . 若 A C X 作为 子 空间 是 路 连通 的 , 则 称 A 为 路 连通 集 . 

设 久 路 连通 , f € C(X), f(a) = 二 a,f06) ==B,a,bEX. 取 以 a,b 为 端点 
的 路 径 op, 则 f。g E CC(J). 于 是 由 介 值 定理 推出 f(x) 取 到 a 与 8 之 间 的 任 
何 值 ,因此 f(X) 必 为 区 闻 . 这 表明 路 连通 > 连 通 , 但 其 逆 不 真 (参看 例 
2. 3. 8). 

若 X 是 一 个 TVS( 参 看 81.4C), 则 VYzryEX,p( 一 (1 一 人 x 十 ty 显 
然 是 X 中 以 z,y 为 端点 的 路 径 ,因而 X 是 路 连通 的 . 实际 上 , X 中 任何 凸 集 
都 是 路 连通 的 ,因而 是 连通 的 . 

2.3.7 命题 路 连通 性 是 可 乘 的 , 且 在 连续 映射 下 保持 ， 

证 (i) 设 XGe D 是 一 族 路 连通 空间 , X= [| Xi. 给 定 z,yEX,Vi 
ET 了 有 取 p EC(,X), 使 pg.(0)==ziygi(1) 一 yi, 则 9g== (gy) E€ CC(,X) (用 
1. 5. 6(iii))，p(0) 二 x,g(1) 一 y, 这 表明 X 是 路 连通 的 . 

(iD 设 X 是 路 连通 的 , FE CC(X,Y) 为 满 射 . 若 a,5E€ X,p 是 X 中 以 a 与 
b 为 端点 的 路 径 , 则 下 。 g 是 了 中 以 Fa 与 Fo 为 端点 的 路 径 . 故 Y 是 路 连通 的 . 


2.3.8 例 ( 拓 扑 正弦 ) 设 
A= {(r,y) ER::y 一 sin(1/z),0< 工 委 1). (3) 
若 令 F(x) 二 (x,sin(1/7x)) ,A 二 (0,1], 则 A = F(A). 因 人 A 是 路 连通 的 , 故 
A 是 路 连通 的 ,从 而 A 是 连通 的 (用 2. 3. 3(iD). 但 A 却 不 是 路 连通 的 . 否则 ， 
A 上 存在 以 (0,0) 与 (1,sin1) 为 端点 的 路 径 PC 二 《TCD) ,yO0). 设 x(0) 二 
y(0) 二 0, 当 0 二 1 之 1 时 , y(1) 一 sin[1/x0)]. 但 当 x(1) 一 0 时 yb 人 01 
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C. 局 部 连通 性 


2.3.9 定 义 (i) 阁 关 中 每 一 点 有 一 个 由 连通 集 (路 连通 集 ) 组 成 的 邻 域 
基 , 则 称 X 为 局 部 连通 (局 部 路 连通 ) 空 间 . 

(ii) YVzEX, 以 已 记 X 中 包含 z+ 的 最 大 连通 集 ,以 P, 记 X 中 包含 x 的 
最 大 路 连通 集 , 二 者 分 别称 为 x 所 局 的 连通 支 与 路 连通 支 . 

取 定 xE XX, 以 以 记 XX 中 含 z 的 连通 集 之 全 体 , 则 {x})€ 局 故 工 E 门 -7 
天 人 9, 于 是 由 2.3.3(i) 知 .是 连通 集 , 它 显然 就 是 含 x 的 最 大 连通 集 , 即 - 产 
二 P,. 若 P, 门 P, 关 2, 则 PU P, 是 连通 集 ,因而 P, = P. UP,=P,. 
这 表明 两 个 连通 支 要 么 不 相交 ,要 么 重合 ; X 必 可 分 解 为 互 不 相交 的 连通 支 
的 并 . 对 路 连通 支 亦 可 作 类 似 说 明 . 因 P, 必 连 通 ( 依 2. 3. 3(iD ), 故 P, = PB,， 
因此 连通 支 是 闭 集 . 显然 , X 是 连通 的 (路 连通 的 ) 例 X 仅 含 一 个 连通 支 (路 连 
通 支 ). 

2. 3. 10 命题 ”对 拓扑 空间 X, 以 下 条 件 互 相等 价 : 

(GD X 是 局 部 连通 空间 ; 

(i) 铸 必 天 CErr, 则 C 的 连通 支 皆 为 开 集 ; 

(iii) X 有 一 个 由 连通 集 组 成 的 拓扑 基 . 

对 局 部 路 连通 性 有 类 似 的 等 价 刻 画 . 

证 只 考虑 局 部 连通 的 情况 . 

(全 (iD). 设 X 是 局 部 连通 的 , P; 记 x € G 在 G 中 的 连通 支 , 今 证 PP; 为 
开 集 . VyE P., 由 X 的 局 部 连通 性 , 必 有 y 的 连通 邻 域 V, 使 V CCG. 于 是 
yEYCP, = P., 这 表明 已 . 是 开 集 , 

(让 过 GiD, 以 多 表 X 中 非 空 开 集 的 连通 支 之 全 体 , 则 由 条 件 (让 )) 推 出 3 
是 X 的 拓扑 基 . 

ii 一 (iD 是 平凡 的 . 

2.3.11 推论 (Gi) 若 X 是 局 部 连通 的 , 则 X 是 其 开 的 连通 支 的 不 交 并 . 

(iD 若 X 是 局 部 路 连通 的 , G CX 为 开 集 , 则 G 为 连通 集 会 G 为 路 连通 
集 . 

前 面 已 经 指出 ,TVS 中 的 凸 集 是 路 连通 的 ,因此 LCS( 局 部 凸 空间 , 参看 
$ 1. 4D) 是 局 部 路 连通 的 . 于 是 由 2. 3. 11(ii) 推 出 ,对 于 LCS 中 的 开 集 而 言 ， 
连通 性 与 路 连通 性 并 无 区 别 . 在 Euciid 空间 中 , 这 是 熟知 的 事实 . 

2. 3. 12 命题 (i) 若 X 是 局 部 连通 空间 , 则 X 的 任何 开 子 空间 亦 是 局 部 
连通 的 . 

(ii) 若 X 是 局 部 连通 空间 , 下;X -> 了 了 是 一 商 映 射 , 则 Y 亦 是 局 部 连通 空 


间 . 
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(ii 设 X= [| ,。X， 则 X 是 局 部 连通 空间 近 X GE 了 ) 缘 为 局 部 连通 
空间 , 且 除 至 多 有 限 个 例外 , X; 是 连通 的 . 

综 上 ,可 以 说 局 部 连通 性 是 开 遗 传 与 有 限 可 乘 的 , 且 为 商 映 射 所 保持 ， 

对 局 部 路 连通 性 有 同样 结论 . 

证 《〈iD 是 平凡 的 . 

(ii) 任 给 开 集 CCY,yE G, 只 要 证 y 在 G 中 的 连通 支 P, 是 开 集 . 为 此 
义 只 需 证 下 'P., 是 开 集 . 任 给 x € FP,, 则 x 在 FT1G 中 的 连通 支 P, 是 开 
集 , Fx € FP, CG,FP, 连通 ( 依 2.3.3(Gi0)). 故 FP, CP,, 从 而 +E€ PC 
1'P,. 故 广 !P, 是 开 集 ,如 所 要 证 . 

Cii) 的 证 明 类 似 于 2. 2. 14(ibD) 之 证 . 

值得 注意 的 是 ,连通 性 并 不 蕴涵 局 部 连通 性 . 可 用 拓扑 正弦 作为 例子 :在 
2. 3.8 中 A 是 连通 的 ,但 点 (0,0) 在 A 中 并 无 由 连通 集 组 成 的 邻 域 基 ! 局 部 
连通 空间 在 连续 映射 下 的 象 也 不 必 是 局 部 连通 的 ,以 下 就 是 一 个 简单 的 反例 : 
设 


177， 1 所 人， 
0， 1 一 0， 
Z, 是 局 部 连通 的 ,而 f(2.) 则 不 是 . 


$2.4 局 部 有 限 覆 盖 


我 们 已 用 开 覆 盖 来 刻画 紧 性 . 覆盖 概念 对 于 拓扑 空间 的 重要 性 在 于 :如 果 
集 族 VN 覆盖 空间 X, 则 X 的 局 部 性 质 可 能 与 义 中 的 集 有 联系 ,而 又 的 一 定 特 
征 则 可 能 反映 了 空间 X 的 局 部 性 质 与 整体 性 质 的 某 种 联系 . 要 使 能 起 这 种 
作用 ,中 的 集 不 宜 太 多 , 即 飞 不 应 过 分 重 和 迭 , 这 就 要 求 是 “局 部 有 限 ” 的 
( 见 下 面 的 定义 2. 4. 1). 本 节 利 用 局 部 有 限 覆 盖 概 念 ,对 一 些 已 知 的 拓扑 性 质 
(如 正规 性 ) 给 出 新 的 刻画 ,同时 描述 某 些 新 的 拓扑 性 质 . 


A. 局 部 有 限 族 


首先 提出 关于 集 族 的 一 些 概念 与 术语 . 

2.4.1 定 义 设 (X,r) 是 拓扑 空间 , .3,3 CC 2*. 

(GD 若 YVzEX,3YE ,使 了 至 多 与 9 中 有 限 多 个 (或 一 个 ) 集 相交 ， 
则 称 /为 局 部 有 限 族 ( 或 离散 族 ) ; 若 每 个 x € X 至 多 属于 中 有 限 多 个 集 ， 
则 称 .7 为 点 有 限 族 . 可 数 多 个 局 部 有 限 ( 或 离散 ) 族 的 并 称 为 6 -局 部 有 限 ( 或 
5 -离散 ) 族 . 


fln) 一 
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(ii) 设 yY 覆 盖 X. 车. 之 (记号 依 3 1.1(5)), 则 称 .为 六 的 一 个 加 细 ; 
当 必 Crt 时 称 .为 多 的 一 个 开 加 细 .“ 闭 加 细 ”“ 局 部 有 限 加 细 ” 等 术语 的 意 
义 自明 ,车 必 = (A:i€E 了) 和 一 (BETACBCVIE DT ， 则 称 .7 为 马 
的 1-1 加 细 . 

以 下 命题 汇集 了 局 部 有 限 族 的 一 些 简单 性 质 ,在 下 面 的 讨论 中 它们 将 被 
反复 运用 . 

2.4.2 命题 (i) 若 :7C2x 是 局 部 有 限 族 , 则 

=U {A:AE€.. (1) 

(ii 车 .7 是 局 部 有 限 的 闭 集 族 , 则 : 产 是 闭 集 . 

(Giii) 车 -是 X 的 局 部 有 限 闭 覆 盖 , F;:X 一 Y, 对 任 给 AE ,有 F|AE 
CC(A,Y), 则 下 连续 (参照 1, 3. 16(iv) )， 

(iv) 设 (fi:i € 了 CC(X),(supp fi} 是 局 部 有 限 族 , 则 

f 人 Df ECX). 

综合 如 上 结论 可 以 说 ,局 部 有 限 族 可 如 同 有 限 族 一 样 使 用 . 这 正 是 局 部 有 
限 族 的 优势 之 所 在 . 

证 (i) 显然 - 玉 必 U (A;AE 二 任 给 zeE:- 严 , 取 YE 使 V 仅 与 
有 限 多 个 A; € “Xl i 1 nn) 相交 , 则 必 TE€ U Ai， 因此 等 式 (1) 成 立 , 

(Gi) 是 (CD 的 直接 推论 . 

(iii) 任 给 闭 集 B CCY, 今 证 FB 为 闭 集 (参考 1. 3. 13(iv)). 今 FF 一 
F | A, 则 

FB=U (FiB.AE 7), 

其 中 每 个 Fa'B 是 闭 集 , 因 而 只 要 说 明 {Fa'B : A € :是 局 部 有 限 族 (然后 用 
(i 让), 而 这 由 将 的 局 部 有 限 性 推出 , 

(iv) 显然 只 要 说 明 , 画 数 f 在 每 点 x 的 某 个 开 邻 域内 有 定义 且 连 续 ( 参 
考 1.3.16(iv)). Vx EX, 取 x 的 开 邻 域 V, 使 V 至 多 与 有 限 多 个 supp 广 相 
交 , 则 》) 广 | 立 实际 上 是 有 限 多 个 连续 函数 的 和 ,因而 是 连续 的 . 口 


B. 再 论 正规 性 


在 定理 2. 1. 10 的 基础 上 ,对 正规 空间 可 给 出 进一步 的 如 下 刻画 . 

2.4.3 定理 ”对 于 T; 空间 X, 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(i) X 是 正规 的 ; 

(ii) 对 关 的 任何 点 有 限 开 覆 盖 又 = {U,), 存在 的 开 加 细 7 二 {V,} ,使 
得 VCU,; 

Gii) 对 XX 的 任何 局 部 有 限 开 覆 盖 = {U,}, 存在 (f,; CC(X,] 有 ),J 二 
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10,1], 使 得 3 /, = 1,supp f, CU。. 这 样 的 1f.} 称 为 从 属于 覆盖 的 一 个 
单位 分 解 . 

证 (iD=>(i. 不 妨 设 六 二 (U,) sa 是 序数 . 令 Fo 二 门 .=oU5, 则 下 是 
闭 集 , 局 CC Us 由 正规 性 并 用 2. 1. 10(ii) ,有 开 集 Vo 性 X, 使 FVo CC 
U。. 假定 对 某 个 a 二 ,YB 二 a, 已 求 得 开 集 Vg，, 使 得 


(NV) N (NU) EF CViCCU < (2) 
今 证 可 将 (2) 过 渡 到 以 a 代 8 的 情况 ,为 此 ,只 要 证 
(NV) N (N Uy) AF, EU,. (3) 


任 取 x EU:, 今 证 x 巨 忆 . 取 最 大 的 8B 过 pn, 使 zE Us(W 点 有 限 用 于 此 !)， 
柯 设 8 过 a. 车 x EF, 则 由 (3) 知 xE ViC Fs 因 VYV7Y 之 h 有 xE€U, 故 由 
(2) 必 有 7Y 二 B, 使 YEV,, 这 与 x€ FF, 矛盾 . 故 x ET. 这 就 归纳 地 作出 闭 
集 族 (已 ) 与 开 集 族 (V,)。, 使 得 F, CV CCU,(a < 过/). Yr EX, 取 
最 大 的 a 二 ,使 ?EU,. 若 x+EEF,, 则 必 有 PB 二 a 使 YE Vs 而 z+ET 了 庆 
x E V. 因此 {V,)。, 覆盖 XX, 故 {V,) 是 条 件 (i) 所 要 求 的 开 加 细 . 
(i) 过 (Gii). 显然 是 点 有 限 的 . 于 是 两 次 应 用 条 件 (ii) 可 得 X 的 开 覆 盖 
{V,) 与 (W,}), 使 得 殉 . 己 V, CC U,. 不 难看 出 条 件 (ii) 蕴 涵 2. 1. 10 中 条 件 
(i) ,因此 由 2.1.10 有 gE€ CCX), 使 得 W, 过 g。 之 V。. 由 局 部 有 限 推出 
{supp g,} 局 部 有 限 ,因此 g 会 3》!g, € CCX) (用 命题 2.4.2(iv)). 由 {W。} 禾 


六 XX 与 g。 | W, = 二 1 得 g 汪 0, 于 是 .会 g/g E C(X,),(f,) 显然 是 从 属于 
{U,) 的 单位 分 解 . 

(iii) 之 (1), 设 A,B 是 X 中 互 不 相交 的 闭 集 , 则 (A',B') 是 X 的 开 和 覆盖 . 
于 是 由 条 件 (ii) 有 从 属于 {A',B'} 的 单位 分 解 {f,g)}, 直接 看 出 f(A) = 0， 
了 1(B) = 1, 故 XX 是 正规 空间 . 时 | 

从 属于 怀 = {U,) 的 单位 分 解 存在 ,是 一 个 极 有 价值 的 结论 ,在 许多 领域 
有 其 应 用 . 一 个 简单 的 事实 是 , 若 {f,) 是 X 上 从 属于 开 覆 盖 {U。} 的 单位 分 
解 , FE CC(X,Y),Y 是 某 个 TVS, 令 F。 = f.F，, 则 得 到 分 解 F 一 >,F。. 因 
supp FC 性 supp fCU,, 故 F 可 当 作 从 U。 到 Y 的 连续 映射 处 理 . 这 样 , 通 过 
单位 分 解 {f,}, 就 将 对 映射 下 的 讨论 局 部 化 了 . 

应 用 2. 4. 3(Giii) 时 , 红 的 局 部 有 限 条 件 可 能 成 为 障碍 . 在 特殊 情况 下 ,可 去 
掉 这 一 限制 . 

2. 4.4 定理 ” 设 义 是 第 二 可 数 的 LCH, Y= {U,) 是 关中 一 族 开 集 , 它 覆 
盖 闭 集 AC X, 则 存在 {f.} C CC(X), 使 得 f; 之 U,, {supp f.) 局 部 有 限 ， 
Sf 之 1,51f,1A = 二 1. 这 样 的 {f.) 称 为 A 上 从 属于 W 的 一 个 单位 分 解 . 
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证 可 设 4 = X (一般 情况 由 以 yYU {A') 代替 得 出 ). 取 紧 集 的 穷竭 
序列 {K,}) ( 依 2.2.13), 令 Ko == 名 ,A = U, 门 (K's\K,1)(n 之 1). 任 给 
n EN, 取 .以 会 {A,,) 的 有 限 子 族 思 , 使 之 覆 羡 紧 集 K, i\K，,. 是 #=U 
%, 是 XX 的 一 个 可 数 开 覆盖 ,由 其 构成 知 它 是 局 部 有 限 的 ,和 且 4 之 计 设 = 
{B;: iE€ N;). 和 为 “是正 起 守 间 " 依 定 下 2. 13) ,由 定理 2.4. ;及 属于， # 
的 单位 分 解 (g;}. Yi € N，, 选取 U。 忆 Bi. 定义 

f= Dtita =a) = HS/,=0, 


则 六 ECCX,J)， 
supp 太一 ,| g; ¥ 0} = Uy. supp g; CU (用 2.4.2(00)); 


D/H De 


从 {supp gi) 局 部 有 限 直接 推出 {supp f。} 局 部 有 限 , 故 {f,} 是 从 属于 的 
单位 分 解 . 品 


C. 仿 紧 性 


2.4.5 定义 (Dieudonne 1944) 若 拓扑 空间 X 的 每 个 开 履 盖 有 一 
部 有 限 的 开 加 细 , 则 称 X 为 仿 紧 空间 . 
紧 空间 平凡 地 是 仿 紧 空间 . 后 面 将 证 明 : 度 量 空 间 总 是 仿 紧 的 (参看 3. 3. 
9) ,可见 仿 紧 空间 比 紧 空间 要 广泛 得 多 . 另 一 方面 , 仿 紧 空 间 多 少 有 点 类 似 于 
紧 空间 . 例如 ,以 下 结果 可 看 作 2. 2. 6 的 某 种 推广 . 
2.4.6 定理 ?了 仿 紧 空间 是 正规 空间 . 
证 设 X 是 T, 仿 紧 空间 ,证 明 分 两 步 到 位 . 
() 证 XX 是 正则 的 . 设 xEVE tr. VyEV', 取 yy 的 开 邻 域 U,, 使 +EE 
则 {D0,:y€ UV 覆盖 X, 取 其 局 部 有 限 开 加 细小 令 放 一 (WE 
WV},W, 一 Ui ， 则 
ZE 站 DiyEV) 
CU (WW € Wi} 
=(W) CWiCV (用 2.4.2G))， 
可 见 Wi 是 x 的 含 于 V 内 的 闭 邻 域 . 故 X 是 正则 的 . 
(1) 证 半 是 正规 的 . 设 ACCBCX. YrEAhA, 取 x 的 开 邻 域 A,, 使 A, 
B', 则 {A,:x € A) U {X\A} 是 X 的 开 覆 盖 , 取 其 局 部 有 限 开 加 细 义 令 
= {DE 有 NUNAZZD) ,DO = 则 
ACUCU=U {UUE %} (用 2.4.2()) 
CUl4.:rEA4 CEB 
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即 A CCU CCB. 故 X 是 正规 的 ， 

以 上 证 明 的 主要 技巧 ,就 是 应 用 由 2. 4. 2(i) 所 描述 的 局 部 有 限 族 的 性 质 . 

以 下 是 本 节 的 主要 结果 . 

2.4.7 定理 ”对 于 正则 空间 X, 以 下 条 件 互 相等 价 ， 

(GD X 是 仿 紧 的 ; 

(ii) X 的 每 个 开 覆 盖 有 局 部 有 限 加 细 ; 

(iii) X 的 每 个 开 覆 盖 有 局 部 有 限 闭 加 细 ; 

(iv) X 的 每 个 开 覆 盖 有 = - 局 部 有 限 开 加 细 ; 

(v) X 的 每 个 开 覆 盖 有 从 属于 它 的 单位 分 解 . 

证 证 明 的 路 线 是 (一 (iD 一 (ii 一 (一 (iv 一 (il, (0 一 (v) 一 (iii) ,其 
中 (一 (iD, (=(iv) 与 (v)=>(iii) 是 平凡 的 . 

(iiD)=>(iij). 设 是 X 的 开 覆 盖 . 由 正则 性 ,存在 X 的 开 覆 盖 1, 使 得 1V: 
YE 1} 是 的 加 细 . 设 是 1 的 局 部 有 限 加 细 , 则 {W:W E€ }) 是 沁 的 局 部 
有 限 闭 加 细 . 

(ii) 过 (0), 设 条 件 Gii) 满 足 , 光 是 六 的 开 覆 盖 . 首先 取 人 交 的 一 个 局 部 有 限 
闭 加 细 汉 VYxE XX, 取 x 的 开 邻 域 V,, 使 V, 至 多 交 于 3 中 有 限 多 个 集 ,进而 
取 1 会 {V, :zx € XX} 的 局 部 有 限 闭 加 细 以 YBE 多 , 令 

Ws=(U{AE€EAANB= 2G)), (4) 
则 BC Ws 且 Ws 是 开 集 (用 2.4.2(i)), 因 而 会 {Wp:BE 3) 是 XX 的 开 覆 
羡 . Vx € X, 取 xx 的 邻 域 N,, 使 N, 仅 与 有 限 多 个 A € 改 相 交 . 若 BE 3%， 
Ws 站 和 NN; 关 名， 则 NN; Ws, 因而 有 AE :使 得 (用 (4)) 
N,NMNMAzGzANEBE. (5) 
由 N, 的 取 法 知 满足 (5) 的 4A 仅 有 有 限 多 个 ,由 -< 1 及 V: 的 取 法 知 满足 (5) 
的 召 也 只 有 有 限 多 个 . 因此 站 局 部 有 限 . YBE .8, 取 UspE€ 使 BCUs, 则 
{Us 站 Wa:B € 838) 是 的 局 部 有 限 开 加 细 , 因 此 X 是 仿 紧 的 . 

(iv 一 (ii, 设 勾 是 X 的 开 覆 盖 ,&% 有 开 加 细 1= 册 ,CE N) 为 局 部 

有 限 族 . VV E 4,, 令 


Wy = VN\ VU, EF， 
今 证 1 会 {Wu:V € 1!) 是 和 的 一 个 局 部 有 限 加 细 ，Y x E X, 取 最 小 的 ,使 
x 47; 取 VE ,使 YEV, 则 xE Wy 因此 4 覆盖 X. 显然 4 之 1 之 YY. 
余下 证 少 局 部 有 限 . VzEX, 设 zrEVEY1， 取 六 E 水 ,使 NCYV 且 N 仅 
与 U 刀 中 有 限 多 个 集 相 交 . 若 NM Wu 天 多,UE i, 则 必 V 站 n Wu 关 如 关 
N MU, 从 而 达 n, 故 N 仅 与 有 限 多 个 这 样 的 Wu 相交 . 这 表明 人 是 局 部 有 
限 族 . 
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(>(v). 任 给 X 的 开 覆 盖 X, 由 仿 紧 性 用 的 局 部 有 限 开 加 细 1, 不 妨 
设 1 是 的 1-1 加 细 . 结合 2.4.6 与 2.4.3(iii), 知 X 上 有 从 属于 !( 从 而 亦 从 
属于 让 的 单位 分 解 . 口 

结合 2. 4.4 与 2.4.7 得 出 :第 二 可 数 的 LCH 是 仿 紧 空间 . 

下 面 的 表 给 出 部 分 空间 类 在 运算 与 映射 下 的 不 变性 ,其 中 Ci 与 Cr 分 别 
表示 第 一 可 数 空 间 与 第 二 可 数 空 间 类 ,连续 ”表示 在 连续 映射 下 保持 ，“ 开 连 
续 ” 等 仿 此 ,十 表示 肯定 ,一 表示 和 否定. 


可 数 可 乘 有 限 可 连 双 
CI 十 十 十 一 + | + 一 十 
Cg 十 十 十 一 十 十 一 十 
可 分 一 十 一 一 十 十 十 十 十 
To» F 十 十 十 十 十 一 - 一 
Ts + 十 十 十 十 一 一 一 
全 正则 | 十 十 十 十 十 十 一 - - 
正规 一 | - 十 
全 正规 | 十 十 
紧 一 一 十 十 十 十 十 十 
序列 紧 | 一 一 十 十 十 十 + 
可 数 紧 一 一 十 一 十 十 十 
局 部 紧 | 一 十 一 十 一 
仿 紧 | 一 | 一 十 
连通 | 十 十 十 十 十 
路 连通 | 一 一 一 十 十 十 十 十 十 
局 部 连通 | 一 十 一 一 一 十 - 十 十 
可 度量 化 | 十 十 十 一 十 十 一 一 


3 2.5 拓扑 空间 的 例子 


在 本 书 中 ,拓扑 空间 是 最 一 般 的 抽象 空间 ,今后 考虑 的 所 有 其 他 抽象 空 
间 ,都 可 看 作 拓扑 空间 的 特殊 例子 . 不 过 ,本 节 并 不 涉及 这 些 将 在 后 面 系 统考 
察 的 空间 ,而 是 考虑 一 些 相对 来 说 较为 零散 的 例子 ,它们 或 者 适 于 用 来 盖 明 某 
些 拓扑 性 质 之 间 的 关系 ,或 者 因 其 构造 特点 而 特别 具有 启发 性 . 限于 篇 幅 , 我 
们 只 选择 若干 较 简 单 的 例子 , 且 对 于 某 些 结论 省 略 了 繁 元 的 论证 . 
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A. 任意 集 上 的 拓扑 


任 给 非 空 集 X, 在 其 中 可 定义 多 种 有 意义 的 拓扑 . 最 简单 的 是 平 几 拓扑 
与 离散 拓扑 ,它们 已 被 多 次 提 到 ,不 再 在 讨论 之 列 . 

2. 5.1 例 (有 限 补 拓扑 ) 设 X 是 任 一 无 限 集 . 令 

r 一 (4CX:A: 是 有 限 集 或 4 = 儿 })， (1) 
则 易 直 接 验 知 t 为 X 上 的 拓扑 , 称 为 有 限 补 拓扑 . 这 个 拓扑 有 一 些 有 趣 的 特殊 
性 质 . 以 下 设 X 中 采用 有 限 补 拓扑 =. 

(i) 任 给 无 限 集 ACX, 有 及 一 X, 因而 X 总 是 可 分 空间 (可 分 性 的 准确 
定义 见 3. 3. 3). 

证 任 给 有 限 集 BCX, 有 AN 门 B' 关 名 ,由 此 推出 所 要 结 

(iD X 是 第 二 可 数 空间 会 X 是 可 数 集 . 因此 , 当 X 不 可 数 时 ， 它 是 首 第 二 
可 数 的 可 分 空间 ， 

证 当 X 是 可 数 集 时 , r* 是 可 数 族 ,因而 XX 是 第 二 可 数 的 . 反之 ,车 邑 三 
{As}) 是 XX 的 可 数 拓扑 基 , A, CX 是 有 限 集 , 则 必 X ==U A,. 否则 存在 x 
E 门 4 而 XNtz 是 开 集 , 故 有 某 个 A;CCX\{z), 但 这 推出 7E A, 们 A; 二 
好 ! 

(iii) X 是 空间 而 非 Ts 空间 . 

证 显然 {x}(x EX) 恒 为 闭 集 , 故 X 是 Ti 空间 ( 依 2. 1.2(CiD). 因 X 中 
不 存在 互 不 相交 的 非 空 开 集 , 故 X 不 是 工 ; 空间 . 

2. 5.2 例 ( 可 数 补 拓扑 ) 设 X 是 任 一 不 可 数 集 , 令 

rz 一 (4ACX:4: 是 可 数 集 或 A = 所 六 (2) 
则 z 是 X 上 的 拓扑 , 称 为 可 数 补 拓扑 . 以 下 设 X 中 使 用 可 数 补 拓扑 . 

(GD X 不 是 第 一 可 数 空间 . 

证 任 给 x EX 的 一 列 开 邻 域 (V,}, 令 V 二 门 V,, 则 V 仍 为 x 的 开 邻 
域 且 是 不 可 数 集 . 任 取 yEV\{z}, 令 =V\(y}, 则 U 是 x 的 开 邻 域 ,VC 区 
UCYn EN), 可 见 {V,) 不 是 x 的 邻 域 基 . 

(ii) 任 给 全 不 可 数 集 AC X， 有 有 一 X. 当 x EA 时 不 必 有 序列 (x,) CA， 
使 得 zx, -> ~. 

证 ” 任 给 可 数 集 BCX, 有 ANB 关 名 ,这 推出 A 二 X. 着 A 隆 X, 取 
x A, 则 xE A, 但 对 任何 序列 {x,) 己 A,V 会 X\{x,) 是 x 的 开 领 域 ,而 六 
EV(VnEN), 可 见 xi 文 . 

以 上 例子 表明 ,在 非 第 一 可 数 空间 中 ,序列 极限 不 足以 用 来 描述 闭 包 . 


B. R 上 的 非 通常 拓扑 
R 上 可 定义 多 种 非 通常 拓扑 ,其 中 有 些 有 自然 的 直观 意义 . 下 面 介绍 的 几 
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种 就 属 此 类 . 
2.5.3 例 (上 拓扑 ) 直接 看 出 ， 
tm 会 {(( 一 co,a): 一 co 委 < 云 co) (3) 
是 R 上 的 一 个 拓扑 , 称 为 上 拓 提 .下 面 以 R, 记 拓扑 空间 (R,z,),R, 有 如 下 性 
质 : 


(i) R 是 第 二 可 数 空间 . 实际 上 , { (一 ce,r):rE Q) 就 构成 一 个 可 数 拓扑 
基 . 

(ii) 在 R, 中 xx, 一 意味 着 

Jimx， < .. 
任 给 拓扑 空间 2, 一 函数 /0 -> R, 连续 意味 着 
lim 3) <f0) (Vt € 0), 
这 就 是 通常 所 说 的 上 半 连 续 . 

(iii) R, 是 TT, 而 非 全 空间 

证 任 给 a,5€ R, 设 a 过 6b, 则 (一 o0,6) 是 a 在 R, 中 的 开 邻 域 而 b 万 
(一 00,60). 故 了 .是 To 空间 . 另 一 方面 Yx E R, 在 R, 中 有 ?7) = [xyco)， 
故 {x} 不 是 闭 集 ,因而 R, 不 是 TT 空间 . 

类 似 地 ,在 R 上 可 定义 下 拓扑 并 得 出 类 似 的 性 质 . 

2. 5.4 例 ( 上 极限 拓扑 ) 在 RR 于 以 

B= (人 ab: 一 ceo<<a<0<co) 
为 基 生 成 一 个 拓扑 =， 称 为 上 极限 拓扑 或 右 半 开 区 间 拓 扑 . 下 面 以 R, 记 空 间 
(R,z,), 它 也 称 为 Sorgenfrey 直线 (1947), R, 因 其 引 人 注 意 的 性 质 而 成 为 著 
名 的 拓扑 学 例子 . 

(i) R, 是 第 一 可 数 而 非 第 二 可 数 的 , 

证 任 给 xz € R,,{[x,z 十 1/n)) 是 x 的 一 个 邻 域 基 , 另 一 方面 , 任 给 序 
列 (ao CR,a 二 加 ,只 要 xz 区 (ao)， 就 不 可 能 有 [zco) 二 UU 
[ a, ,6b )， 这 表明 了 R. 不 是 第 二 可 数 的 . 

《ii) 在 R. 中 x, ->x 意味 着 x, 一 x!'. 任 给 拓扑 空间 与 映射 f:R, > 0， 
了 在 x € R, 连续 意味 着 

lim f(x,) = f(x), 


即 ff 在 x 右 连 续 . 

(iii) R, 是 全 下 规 室 间 ， 但 R, xR, 不 是 正规 的 . 事实 上 , 令 A={(r, 一 xz); 
x 是 有 理 数 )， (Cx, 一 X): 并 是 无 理 数 }, 则 A,B 是 R, x R, 中 互 不 相交 的 
闭 集 ， 它们 不 能 用 开 介 二 (下 49]). 

(iv) 每 个 La,o)(Ca < 二 5) 是 R, 中 的 闭 集 : 
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fa,b) = R\((— 0,a) U [4,00)). 
因此 , R, 是 不 连通 的 . 
类 似 地 ,在 R 上 可 定义 下 极限 拓扑 并 得 出 类 似 性 质 
2. 5.5 例 ( 非 正则 直线 ; 以 t 记 R 上 的 通常 拓扑 , 令 
= {l/n:n € N), 

w= {G\A:GE tACZ). (4) 

以 R. 记 (CR,rm), 则 R, 是 T 空间 而 非 正 则 空间 . 
证 直接 验证 mw 是 R 上 的 一 个 拓扑 . 因 rC rm, 故 R 必定 是 Ts 空间 . 因 
R\Z 是 Re 中 的 开 集 , 故 Z 是 Rs 中 的 闭 集 . 今 指明 0 与 2 在 Re 中 不 能 被 开 集 
分 离 ( 内 市 R, 不 是 正则 的 ). 设 U 与 V 是 Re 中 分 离 0 与 2 的 开 集 ,; 则 必 U = 
A.GVETACZ. 由 UNnV= 名 推出 GNMV= 2, 于 是 有 6 守 0, 使 
(一 8.6) 门 V = 好 . 但 这 推出 (一 6,6) 站 Z == 名, 得 出 矛盾 . 


C. 序 拓扑 


设 (X, 委 ) 是 一 全 序 集 (参看 1. 1. 4). 附加 两 个 不 在 X 中 的 元 士 cc, 并 约 
定 一 中 < 之 Xx 之 oo(YxEX) Va,b EXU 各 ), 以 (a,b) 记 序 区 间 {x € 
Xda<<pb 以 

= {(a,60):— Zab) 

为 基 在 X 中 生成 一 拓扑 c, 称 为 序 拓扑 或 区 间 拓 扑 . 显然 ,R 上 的 通常 拓扑 就 
一 种 序 拓扑 ,这 一 特殊 情况 局 示 出 某 些 一 般 结论 ， 

2. 5.6 命题 ”对 于 序 拓扑 空间 (X,r) 以 下 结论 成 立 : 

(i) {一 00,4),(a,c0):a EX) 是 一 拓扑 子 基 若 X 中 无 最 大 最 小 元 , 则 
(oO:aE X) 是 一 拓扑 基 . 

(ii) 序 区 间 [a,b1(a,b5 € 义 ,a 之 5) 是 闭 集 . 

(li) 设 ACX,bpEX, 则 b= 二 supASOOA<bHbEA. 

(iv) 车 A CX 是 序 稠密 的 , 即 Ya,b6 € X,a 二 b 和 过 Ijr€E Ah, 使 4 二 rr 二 
v0, 则 A = X. 

(v) X 是 正则 空间 . 

(vi) X 是 连通 的 会 X 满足 如 下 Dedekind 分 割 公理 : 若 X= 王 AUB,A,B 
关 人,A < 之 B, 则 A 有 最 大 元 或 B 有 最 小 元 但 二 者 不 同时 存在 . 

(vii) X 是 紧 的 全 任 给 非 空子 集 A CX,sup A 与 inf A 皆 存在 

证 结论 (人 一 (v) 的 证 明 是 平凡 的 . Cvi) ,Cvi) 的 证 明 稍 需 技巧, 下 面 以 
让 (vi 为 例 . 若 ACX,sup A 不 存在 , 则 

水 一 (( 一 coa):aEAUI(COco):A<p EX 

是 X 的 开 覆 盖 , 它 显然 不 存在 有 限 子 覆盖 . 反之 , 设 X 的 任何 非 空 子 集 存 在 上 
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下 确 界 ,VY 是 的 一 个 开 覆 盖 . X 必 有 最 小 元 产 与 最 大 元 M. 令 

5S 二 {x € XLm,rj] 可 被 W 中 有 限 个 集 覆 盖 :. 
则 mE S 关 名 . 邻 5= sup S, 则 存在 UE WW 使 5EU. 从 而 CCS. 这 推出 
2 一 AM, 因而 XX 是 紧 的 . 加 

带 有 序 拓扑 的 序数 区 间 常 用 作 曾 明 某 些 拓扑 概念 的 例子 . 下 面 给 出 一些 
标准 的 结果 . 以 下 提 及 的 序数 区 间 上 都 使 用 序 拓扑 . 回忆 w 与 w! 分 别 记 最 小 
无 限 序数 与 最 小 不 可 数 序数 . 

2. 5.7 命题 (i) 任 给 序数 a,[0,a|] 是 紧 空 间 . 

(i) [0,w) 是 正规 的 ,但 不 是 完 正规 的 . 

(iii) [0,w) 上 的 连续 实 函 数 句 有 界 . 

(iv) [0,w) 是 可 数 紧 、 序 列 紧 而 非 紧 的 空间 . 

(Vv) [0,w] X10,w] 是 正规 而 非 全 正规 空间 ， 

[O00 | x [oo NGCo oh) 
是 全 正则 而 非 正规 空间 . 

证 只 证 (DGvCv ,GDGiD) 之 证 参看 [11.p. 36]. 设 1 是 覆盖 [0.ai 的 
一 族 开 区 间 . 取 Ul€ 轴 使 xE Ui; 取 Us€ 使 UU 含 0 的 左 端点 . 
大 如 此 得 出 无 限 多 个 mw 之 0, 则 fa} 无 最 小 元 ,得 出 矛盾 . 因此 对 某 个 4 有 
a 过 0, 因 市 [0,g] CUIU,;,[0,a] 是 紧 的 . 

(iv) 由 2.5.6(viD),， [0,w) 不 是 紧 的 . 其 次 , 设 Wi (a.b)) 是 70.0) 
的 可 数 开 覆 盖 , 必 有 某 个 b, 之 wi, 否则 将 有 sup 加 so /覆盖 0 ) 相 
让 盾 . 不 妨 设 ww 过 六 = ,由 覆 盖 紧 集 [0.w ] 推出 有 有 限 子 族 WW 徐 羡 
[0,a], 于 是 如 U {Cay,61)} 获 盖 [0 )， 这 证 得 [0.w ) 可 数 紧 . 显然 -0. 
wl) 是 第 一 可 数 的 ,因而 也 是 序列 紧 的 (参考 2. 2. 9). 

(v) [0,w]X[0,wj 作为 紧 天 空间 必 为 正规 室 间 (用 (CD 与 命题 2. 2. 6)， 
今 证 其 子 空间 

X 会 [0,w) x TOw No aow) 
不 是 正规 的 . A= to X[0,o) 与 B=[0,w1) fw) 显然 是 X 中 末 不 相交 的 
闭 集 . 设 A CU,U 是 X 的 开 子 集 ， Vi < w, 有 取 最 小 序数 多 ,使 a < < 
wi 芒 (B,1) EU. 因 supa; 二 w，, 故 有 序数 用， 使 w < BEw Vi oo) NH (8. 


w) E B. 因而 (8,w) 的 任何 邻 域 必 与 这 相交 ,可 见 A 与 B 不 能 邻 域 分 离 . 口 
D. 涉及 紧 性 的 例子 


已 经 提 到 ,对 于 度量 空间 , 紧 、 序 列 紧 、 可 数 紧 与 肾 点 紧 并 无 区 别 ( 遂 见 定 
理 3.2.3). 因此 ,为 说 明 这 些 不 同 紧 性 的 区 别 , 只 有 到 韭 度量 空间 的 拓 提 空间 
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中 二 找 具体 例子 

2.5.8 例 设 帮 一 .0.1], 在 X= 丰 中 采用 积 拓 扑 , 则 

(i) X 是非 序列 紧 的 紧 空 间 . 

(DY 二 :x EX 六 :fx 关 0) 是 可 数 集 } 是 非 紧 的 序列 紧 空 间 . 

证 (1) 直接 由 Tychonoff 定理 推出 站 是 紧 空 VnEN, 定 义 x,(1) 
为 7 的 三 进 小 数 的 第 位 数 . 任 给 和 zx,) 的 子 列 {zx ), 必 有 +t E Jt 的 二 进 小 
数 的 第 如 位 数 依次 为 0.1.0,1,… .因而 Ta (1) Mi) 这 表明 X 不 是 序列 紧 
的 ， 

Ci) 首先 说 明 工 天 X (因而 了 不 是 紧 的 ). 取 定 xE XX, 以 oc 记 J 的 有 限 子 
信之 全体 ,o 依 序 忆 为 有 向 集 . 令 v 一 xXa, 则 {wa:AEo) 是 Y 中 的 网 , 直接 
在 出 X -> 因而 ws -> x 这 表明 YY 二 X. 

其 次 说 明 YY 是 序列 紧 的 . 全 给 列 ww CY.A 人 UCNwICO)) 是 可 数 
和 用 对 前线 法 取出 子 列 {w ; ,使 其 在 A 上 每 点 收 但, 而 在 八 4 上 (oO 三 

) 因此 1w 在 了 上 上 处 处 收 全 这 表明 了 是 序列 紧 的 ， 

以 上 上 例 子 问 时 说 明了 可 数 紧 空 间 末 必 是 序列 紧 的 ,序列 紧 空 间 的 积 空间 
林 必 是 序列 紧 的 . 

2.5.9 例 在 自然 数 集 N 于 以 .4 二 {24 一 1,n):nE€ NN) 为 基 生 成 拓扑 r， 
则 CN,r) 是 聚 点 紧 而 非 可 数 紧 的 . 

证 (i) (N.z) 是 取 点 紧 的 : 若 训 了 ACN, 任 取 nE€ A, 则 必 n 一 1€ A 
或 n+1EA 故人 天 好. 

Ci) (N,z) 不 是 可 数 紧 的 :4 是 N 的 一 个 可 数 开 覆盖 , 它 显然 没有 有 限 子 
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| 例 中 的 折 扑 r ,当然 不 同 于 N 上 通常 所 用 的 离散 拓扑 ,和 否则. (N,zr) 就 
是 度量 空间 ,而 不 可 能 聚 点 紧 了 . 
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如 我 们 在 $ 1. 4 中 已 初步 看 到 的 ,以 拓扑 空间 为 起 点 的 抽象 空间 理论 ,分 
化 为 两 个 大 的 发 展 方向 :其 一 是 具有 相 容 代数 运算 的 拓扑 空间 , 即 拓扑 代数 系 
统 , 其 中 最 主要 者 是 拓扑 向 量 空间 (TVS) , 它 将 在 第 4 章 中 系统 考察 ;其 二 是 
能 以 自然 的 方式 生成 拓扑 的 一 致 空间 与 度量 空间 ,这 是 本 章 考虑 的 对 象 . 鉴于 
TVS 必然 是 一 致 空间 ( 某 些 特殊 情况 下 是 度量 空间 ) ,一 致 空间 处 于 更 基本 的 
地 位 . 本 章 的 结论 经 适当 表述 之 后 ,可 用 于 TVS, 某 些 处 理 方法 对 于 解决 TVS 
问题 也 是 有 启发 的 . 


33.1 一 致 空间 
A. 一 致 拓扑 


我 们 从 解决 如 下 基本 问题 开始 :一 个 一 致 结构 如 何 自然 地 生成 其 一 致 拓 
扑 ? 
3.1.1 定 理 设 (X,32 是 一 个 一 致 空间 , 则 有 以 下 结论 ， 
(i) 在 X 上 存在 唯一 的 工 拓扑 +, 使 得 依 此 拓扑 ,每 个 x CE X 的 邻 域 系 
太 就 是 {U(Xz):U € 究 ， 
上 述 的 z 称 为 由 勾 生 成 的 一 致 拓扑 ,以 下 在 X 中 总 使 用 一 致 拓扑 . 
(ii) 者 六 是 的 基 ( 或 子 基 ), x E X, 则 
FA{B(r):BE 人力 
是 x 的 邻 域 基 ( 或 邻 域 子 基 ). 因此 , 若 勾 有 可 数 基 , 则 X 是 第 一 可 数 空间 . 
(iii) 任 给 4ACX,MCXXX, 有 闭 包 公式 : 
A=N {UCA)UE », (1) 
M=NMN {UM UUE YW. (2) 
式 (1),(2) 中 的 六 可 代 以 六 的 任何 基 . 
(iv) 每 个 UE 是 对 角 线 A 在 XXX 中 的 邻 域 , 即 VC .4 (记号 依 
8 2. 1(1)) ,中 的 开 集 (或 闭 对 称 集 ) 构 成 的 基 . 
证 中 ) 邻 针 二 (0(G2):UE 从 (rrEX). 直接 看 出 和) 满足 定理 1. 3.7 
中 条 件 (DGD, YUE 和 取 VE 入 使 VVCU. 车 x EX,yEV(x), 则 
VO CVeoV)(Cr)CU(x), 这 表明 {六 } 满足 定理 1.3.7 中 条 件 (iiD). 因此 ， 
在 XX 上 存在 唯一 拓扑 ,使 得 依 此 拓扑 ,是 x (rE X) 的 邻 域 基 . 若 UE€ 几 


933.1 一 致 空间 。 73 ， 


EXUGrCACX, 则 
VSGUUCzXA)Ea A=V(r) EL. 

这 表明 外 是 一 个 滤 子 ( 依 1. 1. 1) ,因此 尿 = 九 . 

(iD 是 明显 的 . 

(ii) 由 闭 包 的 定义 知 ， 

x € A 局 任 给 对 称 的 UE 2% 有 AmUCzr) 关节 ， 

后 者 等 价 于 x € U(A), 这 得 出 等 式 (1). 类 似 地 可 证 (2). 

取 M=A, 从 (2) 得 A 二 A, 即 A 为 闭 集 . 这 就 补 证 了 一 致 拓扑 为 T 拓扑 
(参考 2. 1. 2(iii) )， 

(iv) 取 定 UE %. 取 对 称 的 VE 使 VVoVCU. 车 (x,y) EV， 
则 

(XY) EV XV(Y CV VeVCOU. 

这 表明 VV CU ,因此 UE WACU,- 故 UE .Ah.{U" :UE 显然 构成 Y 
的 一 个 “ 开 基 ”. 设 U,V 如 上 , 则 由 式 (2)Y 有 VCV。V。VCU,VE 和 是 闭 对 
称 集 . 这 表明 有 一 个 “ 闭 对 称 基 ”. 

一 致 拓扑 的 最 明显 的 特点 是 :空间 (X,20 在 各 点 的 邻 域 系 是 由 同一 集 族 
Y 依 同一 方式 "一致 地 ?构成 的 . 这 就 决定 了 ,一致 空 间 的 局 部 结构 是 各 处 一 致 
的 . 这 一 事实 ,在 TVS 这 种 更 特殊 的 一 致 空间 中 将 变 得 更 加 明显 . 

在 $ 1.5 中 已 简略 地 提 到 相对 一 致 结构 与 积 一 致 结构 . 下 面 给 出 准确 的 
描述 ,并 指明 它们 与 相对 拓扑 及 积 拓扑 的 关系 . 

3.1.2 命 题 (D 设 (X,4 ) 是 一 致 空间 ,名 关 ACCX, 则 

Wh 会 {(AXA)NMNU:UE WW (3) 

是 A 上 的 一 致 结构 , 它 生成 的 一 致 拓扑 就 是 A 中 的 相对 拓扑 , 称 奴 为 9 在 A 
中 的 相对 一 致 结构 . 

(让) 设 (Xj, 六) (i ED 是 一 族 一 致 空间 , XX 二 ]] X;,P;:X->X; 是 投影 ， 
则 以 


BE U (P; x P) TY (4) 
为 子 基 生 成 XX 上 的 一 个 一 致 结构 4%, 它 生成 的 一 致 拓扑 就 是 X 上 的 积 拓 扑 . 又 
是 XX 上 使 P; 名 一 致 连续 的 最 小 一 致 结构 , 称 为 积 一致 结 构 . 若 (4) 中 小 代 以 
N 的 某 个 子 基 %, 则 8 仍 为 积 一 致 结构 的 子 基 . 
证 (i) 验证 了 满足 1.4.1 中 的 公理 (U ) 一 (U4 ) 是 平凡 的 . 任 给 U € 
旋 令 Un = (AXA}NU,YVxEA, 有 Ua(x) 二 ANmUCz). 这 对 照 1.5.2 
(ii 得 出 : 和 在 A 上 生成 的 一 致 拓扑 就 是 相对 拓扑 
(ii) 首先 可 验证 由 (4) 表 出 的 集 族 3 满足 命题 1. 4. 2 中 条 件 (iD 一 (iv)， 
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因而 以 妃 作 为 子 基 生成 X 上 一 个 一 致 结构 六. 直接 由 妃 的 构成 看 出 ,YY 是 X 
上 使 已 , 皆 一 致 连续 的 最 小 一 致 结构 . Vx 二 (x;) € X, 有 
,BDBED 
={((P;X POU UE WiET 
={PNU(xr):UE NIET) 
一 UP 和 (用 3. 1. 1(iD )， 
这 表明 3, 是 x 关于 积 拓 扑 的 邻 域 子 基 , 因 此 (参照 3. 1. 1(iD)), X 上 的 一致 拓 
扑 就 是 积 拓扑 . 关于 子 基 了 的 最 后 一 个 断 语 是 显然 的 . 
今后 提 到 一 致 空间 时 ,在 其 中 总 使 用 一 致 拓扑 ,而 在 积 一 致 空间 中 总 使 用 
积 一 致 结构 . 其 次 ,约定 在 K 中 采用 由 通常 度量 
d(x,y) 一 | 工 一 y| 
生成 的 一 致 结构 (参看 § 1. 4B). 


B. 伪 度 量 族 


设 (X,a0 是 一 个 一 致 空间 . 如 在 $ 1. 4A 中 已 提 到 的 ,每 个 UE % 都 为 描 
述 X 中 两 点 的 接近 程度 提供 了 一 个 尺度 . 问题 在 于 ,这 种 用 集 做 成 的 尺度 毕 
竟 缺 乏 直观 性 ,我 们 希望 必要 时 用 某 种 数量 化 的 尺度 来 取代 它 . 如 在 8 1. 4B 
中 看 到 的 ,度量 是 一 种 理想 的 尺度 ,但 它 只 能 描述 很 特殊 的 一 致 结构 . 在 一 般 
情况 下 ,为 完全 描述 一 个 一 致 结构 ,用 一 族 伪 度 量 就 够 了 . 这 一 基本 结论 将 在 
$ 3.3 中 证 明 ( 参 看 3. 3. 12) ,作为 第 一 步 ,现在 指出 伪 度 量 族 如 何 生 成 一 致 结 
构 . 

首先 给 出 一 个 预备 结 

3.1.3 引 理 设 (X, 20 是 一 个 一 致 空间 , d 是 X 上 的 一 个 伪 度 量 (参考 
定义 1.4.4)， 


Vy = {(x,y) E XX Xd(r,y) < rr}, (5) 
则 4d:XXX- 一 RR 一 致 连续 镶 Vy € (Yr>>0). 
证 令 V,= (GD) ERR:|s 一 1|< 之 r}. 以 P 与 Q 记 XXX 到 两 个 因子 
空间 的 投影 , 令 P; = PX P,Q 仿 此 , 则 XX 关上 的 积 一 致 结构 有 一 个 基 
{PAU NN (QP:U € 2) 
约定 Wu = (CPU 门 (Qi'U), 则 4d 一致 连 续 的 充 要 条 件 是 
Yr>0,3U E€ Nd x dWou EV,. (6) 
注意 到 
Wi = (Cry) a6): (ra),(y,0) EU}, 
知 条 件 (6) 相 当 于 : Yr >> 0, 3U € 使 得 


(CAA AVVO EU | dv) dab) 六 (6) 
取 a“ 一 yy 一 0 从 (6) 推出 UCVo 因而 VE 反之 ,其 VrD>0 有 VE 
4 到 品 二 Vo;:, 则 当 (x,a),(y,0) EU 时 有 
[drsy) — dlab) | dra) dd(yh) -< 
这 表明 (6) 满足 . 这 i, 了 引 理 . 门 
3. 1.4 定理 是 任 一 非 空 集 , D== {4;:i€ 7 是 X | 上 的- 族 伪 度量 
它 分 离 XX 的 让 1 天 yyEX) 之 3 了 ET 使 得 4GCrsy) 二 0. 令 
= Visi €E Tr > 0, 


(Vi = (ry EE XX Xd vy) Lr. ‘0 
则 以 1 为 子 基 生 成 X 上 一 ol 1 /是 X 上 使 每 个 4d; 一 致 连续 的 最 小 
一 致 结构 . 任 给 X 中 的 网 {x} 与 x € X. 依 XX 上 的 一 敏 拓扑 有 

一 > 人 eo (YiED). (8) 


证 由 伪 度 量 的 性 质 及 V; 的 定义 直接 看 出 
V; = Vi'， Vi ooV, CCV,. 

其 次 显然 A 三 门 4 可 见 7 满 足 1.4.2 人 1 牛 成 XX 上 一 
个 一 致 结构 久 由 3.1.3 及 1; 的 构成 百 接 看 出 ， W# 是 关上 使 4, 丝 一 敏 连续 的 最 
小 一 致 结构 , 注意 到 {V; (x7):i € Tr 之 0; 是 x(E€ XX) 的 邻 域 子 基 ( 依 3.1.1 
(11) ) ,结论 (8) 是 明显 的 ， 门 

定理 3. 1.4 中 的 VY 称 为 由 伪 度 量 族 忆 生成 的 -… 致 结构 .可 记 作 办 .也 称 
DD 为 一 致 结构 /的 一 个 生成 伪 度 量 族 . 当 1 ( 依 (7)) 是 的 基 时 称 忆 为 1 的 
基本 伪 度 量 族 . 定理 3. 1. 4 的 递 - 一 -任何 一 敏 结构 必 存在 基本 伪 度 量 族 ,将 在 
8 3. 3 中 证 明 ( 参 看 3. 3. 12). 鉴于 此 ,在 考虑 某 个 一 致 空间 (X. 人 D 时 ,不 妨 总 
认定 已 给 出 的 某 个 生成 (或 基本 ) 伪 度量 族 D， 并 充分 利用 这 工具 可 能 带 
来 的 方便 , 当然 ,从 逻辑 上 说 ,% 与 DD 的 作用 是 等 价 的 .但 运用 了 D 使 得 … 致 空 
间 获 得 更 直观 的 形象 . 

下 面 设 (X, ?) 是 给 定 的 一 致 空间 ,了 = {4d;:i E11; 是 的 --- 个 生成 伪 度 
量 族 . 我 们 依次 考虑 一 致 空间 的 完备 性 、 全 有 界 性 与 紧 性 、 :者 是 基本 而 巨 有 
联系 的 . 


C. 完备 性 


在 2. 2 中 我 们 提 到 紧 性 与 完备 性 对 于 决定 极限 存在 性 的 价值 . 紧 性 是 
一 种 拓扑 性 质 , 而 完备 性 则 与 一 致 结构 有 关 , 后 者 正 是 现在 要 考虑 的 . 
3. 1.5 定义 ” 若 一 个 网 {x,} CC X 满足 条 件 
VUE %, 3 Vs 有 (rr) EU, (9) 
则 称 4 为 Cauchy 网 . 若 X 中 每 个 Cauchy 网 收 伍 . 则 称 X 为 完备 一 致 空 
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间 ,简称 为 完备 空间 . 若 X 中 每 个 Cauchy 列 ( 即 Cauchy 序列 收敛. 则 称 X 为 
序列 完备 空间 . 

显然 ,可 将 条 件 (9) 中 的 ” YUE W" 换 成 * YUE 1”,1 是 的 某 个 子 基 . 
特别 ,可 取 由 (7) 表 出 的 7, 而 这 就 得 出 ; {fx} 为 Cauchy 网 的 充 要 条 件 是 

lim dz) 一 0 (VE T)， (9) 

这 就 使 得 Cauchy 网 具有 一 种 熟知 的 直观 特征 . 

容易 验证 ,收敛 网 必 为 Cauchy 网 . 男 一 方面 ,车 fr,) 是 Cauchy 网 , 它 有 
一 个 收敛 子 网 ta 1:x，- x 则 由 

CT dz 9 十 st) (1:€ED 

及 (8) 推 出 x, -> x, 这 就 表明 , X 完备 心 XX 中 任何 Cauchy 网 都 有 收敛 子 网 ， 
这 一 点 对 于 完备 性 的 证 明 是 有 用 的 . 将 完备 性 的 上 述 刻画 与 紧 空间 的 刻画 相 
对 照 是 颇 有 启发 性 的 ; 紧 拓 扑 空间 的 特征 是 其 中 每 个 网 有 收敛 子 网 ( 依 
2. 2.2) ,而 完备 一 致 空间 的 特征 是 其 中 每 个 Cauchy 网 有 收敛 子 网 . 两 者 的 类 
似 性 使 人 确信 ,关于 紧 性 的 某 些 结果 可 改造 为 关于 完备 性 的 类 似 结果 . 以 下 就 
是 一 个 例子 . 

3.1.6 定理 ”一致 空间 X 完备 的 充 要 条 件 是 : 芒 X 中 有 限 相交 的 闭 集 族 
尺 满 足 条 件 


则 站 必 关 2 


证 设 X 完 备 ,7 是 满足 条 件 (10) 的 有 限 相交 闭 集 族 .不 妨 设 .7 一 7 
VAE .7 取 xa EA, 以 依 忆 序 向 , 则 {x4;:AE€ -1 是 一 个 网 . 由 条 件 (10) 直 接 
推出 (xa) 为 Cauchy 网 . 设 zs 一 则 显然 x EN 站 .7 

反之 , 设 X 满足 定理 所 陈述 的 条 件 , (x) 己 久 是 一 Cauchy 网 . 令 4 = 
{zs:5 写 由 , 则 := {A,) 是 有 限 相 交 的 闭 集 族 . YU EE ) 取 VE 使 V。 
VoVCU. 由 {x,} 是 Cauchy 网 推出 对 某 个 :有 A, xXx A, CV， 于 是 

AXA,=AXACV. (A XA): VCU (A 有 2)). 
可 见 尽 满 足 条 件 (10) ,因而 门 A, 关 名 ,于 是 (2) 必 有 收敛 子 网 (参考 2. 2. 2 
之 证 ) ,因此 X 完备 . 

如 同 条 件 (9) 一 样 ,条 件 (10) 中 的 “ VU EW"” 亦 可 改 为 "*》YUE 1 ”1 是 
的 某 个 子 基 . 因此 ,条 件 (10) 又 等 价 于 ， 

ViETVr>0,3AE./ 使 diam;A < 一/. (10) 
其 中 diam4 一 supd,(z,y) (对 照 $1.4(5))， 


以 下 结果 是 与 2. 2. 3 相对 应 的 . 
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3. 1.7 命题 (GD 若 X 是 完备 空间 , 则 X 的 任何 闭 子 空间 亦 完备 , X 的 完 
备 子 空间 必 是 闭 的 . 

(ii) 若 Xi;GE 7D) 是 一 族 完备 一 致 空间 , 则 积 一 致 空间 X 一 | X; 是 完备 
的 . 

证 ”() 是 平凡 的 , 今 证 Gi). 设 {x ) 是 XX 中 的 Cauchy 网 , 则 结合 (4) 与 
(9) 看 出 {xi} 是 X; 中 的 Cauchy 网 (YiED. 设 xf>zx(iE7D), 则 x 一 x 
二 (x;). 这 表明 X 完备 . 

形式 上 上 ,3.1.7 之 (让 似乎 是 一 个 Tychonoff 定理 (2. 2. 3(ii)) 型 的 理想 结 
果 , 但 实际 上 它 是 比较 平凡 的 . 


D. 全 有 界 性 


3.1.8 定 义 若 VUE ,存在 有 限 集 BCX, 使 得 X= UC(B), 则 称 X 
为 全 有 界 空间 ; 若 A CX 作为 子 空间 是 全 有 界 的 , 则 称 A 为 全 有 界 集 . 

注意 U(B) 一 U {1U(6b):b6E€ B}. 久 全 有 界 意味 着 : VU € 和 , 从 X 的 覆盖 
D(x):.r EX) 可 选 出 有 限 子 覆盖 . 在 这 个 意义 上 ,全 有 界 性 是 某 种 “有 限 覆 
盖 性 质 ”, 因 而 与 紧 性 有 联系 是 很 自然 的 . 显然 3. 1. 8 中 的 ”YU E W” 可 改 成 
“YU € 1 ,1 是 尺 的 某 个 基 . 因此 ,若是 一 个 基本 伪 度 量 族 , 则 X 全 有 界 
意味 着 : 


Vad € D, Vr 0, 存 在 有 限 集 B CX， 
YrEX,IJ6bE€E B, 使 d(x,6) 过 x. 
鉴于 在 更 多 的 情况 下 是 处 理 某 一 致 空间 中 的 全 有 界 集 , 故 有 必要 归纳 一 
下 全 有 界 集 的 某 些 基本 性 质 . 
3. 1.9 命题 (i) 4ACX 全 有 界 会 YUE 存在 有 限 集 BCX, 使 AC 
UCB). 
(i) 车 ACBCX,B 全 有 界 , 则 A 全 有 界 . 
(iii) 车 A,BCX 全 有 界 , 则 A U B 全 有 界 . 
(iv) 若 ACX 全 有 界 , 则 A 全 有 和 淹 . 
(v) 若 X(iE 了 ) 是 一 族 一 致 空间 , A; CX; 全 有 界 , 则 A 会 A; 在 X= 
[[ X; 中 全 有 界 . 
(vi) 若 下 ;X >Y 一 臻 连续, A CX 全 有 界 , 则 FA 在 Y 中 全 有 界 . 
(vii) 任何 Cauchy 序列 {x,) CX 是 全 有 界 的 . 
证 (i) 车 A 全 有 界 , 则 YU € %, 存在 有 限 集 BC 和 A. 使 得 
A= (AxA)NUDB) = ANUB) CUB). 
反之 , YU E 2 取 对 称 的 VE 和 使 VeoVCU. 着 有 有 限 集 B= {16} CX， 
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使 入 CVD)， 不妨 设 有 wE AmVoO 令 有一 则 
ACUVO) CU (VT Wa) CUB,). 

这 推出 A 二 (CA 4) mLDGB3 ,4 是 全 有 界 的 . 

利用 .验证 GD GID (CvD (vi 是 是 平 几 的 . 

(Iv) YU € 让 了 有 取 VE 使 VeVCU. 由 A 全 有 办 .有 有 有 限 集 B 久 . 
全 A CVCGB), 这 结合 式 (1) 得 

ACV(CA)C ‘VB) CUB). 

可见 A 是 爹 有 界 的 . 

(Vv) 依 3.1.20 记 的 记 罗 , 取 积 - :至 结构 中 ，- 集 

U=N (P,P) ,. 

Hitiy€E (kn). 取 有 限 集 有 CA .使 得 4 和 [BCL hk: 
1 对 于 了 和 全 六 取 定 以 EX,. 则 


B= ll Bi 加 及 1 


是 X 的 有 限 子 集 . 不 难 验 证 CUGB). 这 开明， 全 是 全 有 界 的 ， 
注意 .3. 1.9Cvib) 不 能 推广 为 :Caucl iy 网 是 全 有 界 的 ， 
以 下 定理 是 将 全 有 界 性 与 完备 性 、 紧 忻 沟 通 起 来 的 关键 . 
3.1.10 定 理 XX 全 和 有 办 号 玉 中 每 下 网 有 Cauchy 子 网 . 
证 首先 设 X 全 有 界 , wt ET 是 中 的 网 . 今 入 一 :x 1. 则 
; 必 合 于 其 个 极 大 的 滤 ee A 7 有 以 FE 硕 ， 太 人 C AN Ee 
/, i E /第 则 . YBE .A 有 BFA 从 而 人 AB 于 是 7U 
生成 一 个 真 包含 /的 滤 子 ,得 出 季 后. 人 任 给 8 二 (ov 
人 ET 由 AN 思 关 名. 必 有 4 宇 4 使 x，E€ A, 这 就 得 到 .x 的 子 
网 tw 任 给 对 称 的 UE 有 取 有 限 集 B== .使 人 一 [02 分 BB 二 
LU 。 . 必 有 某 个 甩 和 /4 香 则 六 一 站 有 GE 1 辣 定 有 = 有 和 77e 
令 0 0 则 泊 二 GA 记 6 时 ,有 rE B= ). 这 推出 (4 
EUeU 可 见 是 Cauchy 网 . 
又 之 . 蔡 只 首 全 有 界 : 则 有 LE .使得 对 任何 有 限 集 BCX 有 XX - 
UCB). 任 取 EX. 人 ra 区 XU 1). 再 取 
;EE XU a ) ee, 
如 此 得 无 穷 序列 :x,; CC x 它 显然 不 可 能 有 Cauchy 子 网 ， 站 
从 3.1.10 显然 推出 :AC 己 XX 全 有 界 千 A 中 每 个 网 有 Cauchv 子 网 . 


E. 紧 一 致 空间 
虽然 紧 性 完全 是 一 种 拓扑 性 质 , 们 对 于 -化 拓扑 而 ? 紧 性 却 可 以 用 并 非 
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丘 扩 性 质 的 全 有 办 性 与 完备 性 Ce 

3.1.11 定 理 对 - 敏 空 间 (CS, 7 下 条 件 开 相等 价 : 

(AN 足 紧 衬 间 : 

GD 是 全 有 办 的 与 完备 的 : 

GiD NA 全 有 界 .由 对 入 的 任何 开路 靖 全 在 在 E 使 得 :U(r 
AN 是 .7 的 如 细 ， 

证 (iD 一 (Cii). 站 3. 1. 10 推出 ， 

(D:D. 设 /是 和 的 开 徐 善 Vx EX- 必 有 UE WW 使 得 (D(C) 
人 UU Cd) CU DC) 
过 /分 局 二 个 . 则 . 

(MM (YrEe XX). 

(iD) 之 (), 设 /是 XX 的 开 覆 蘑 . 出 条 件 G0. 甩 EE 处 使 UGC): N; 
二 / 又 有 有 限 集 卫 = 2 .使 X=UGB). 畴 UGC). 过 -上 故 /有 有 限 子 
补 疙 . -| 

| 1.7.3.1.9 与 3.1.11 得 出 : 

3.1 2 推 这 设 ACXN. 则 .A 是 紧 集 =>A 是 全 有 界 团 集 . A 是 相对 紧 集 
> 由 全 有 交集 , 着 六 完备. 则 以 上 命题 的 道 命 题 成 六 

3.1. 13 命题 设 和 是 紧 - -和 元 空 间 . (7 D) 是 一 至 裤 间 .FE CCX.7D). 则 
1 一 多 连 续 ， 

证 若 天 非 一 臻 连续 . 则 存在 开 集 VE€ 1. 使 得 

FPCV (YUE. 
YUEH 了 CG.w) EL, 使 (Fri,Fy) EV. 可 没有 子 网 使 > 


7 人 vw > 连续 有 (ri. 人 Fr) GE YV 得 出 矛盾 . | 
3.1.13 显然 是 经 典 分 析 定理 * 闭 区 间 填 的 连续 汕 数 必 - 致 连续 "的 推广 ， 


| 的 证 法 实际 于 也 是 熟知 的 经 典 方法 的 一 般 化 . 

3.1.14 命题 没入 是 紧 一 致 空间 , 则 “一 人 

证 没 V 是 入 的 开 令 域 . 今 证 AH YY (这 结合 3.1.107 得 出 站 二) 
央 有 团结 G3. 1 1GYv)). 故 

A=NMN UU =UE 帮工 了 
上 由 2.2.20i0 .有 在 限 个 团 的 UE€ 使 得 Us 竺 介 Ui; -这 得 出 所 此 让 . 
国 

从 命题 3 1. 4 推出 .对 于 紧 二 空间 :至 多 有 一 种 方法 在 其 中 定义 一 敏 结 

构 . 合 其 -和 伺 折 扑 为 啤 扩 扑 . 
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3833.2 度量 空间 


本 节 设 (X,d) 是 给 定 的 度量 空间 ,在 X 中 采用 由 基 
/1 = (V,:r > 0},， 
(WV = {Cy) E XY XdCy) 
生成 的 一 致 结构 (参考 & 1.4B). 关于 一 致 空间 的 所 有 概念 与 结论 都 可 用 于 
度量 空间 ,而 且 利 用 度量 这 一 特别 直观 有 效 的 工具 ,可 以 表述 得 更 简单 清晰 . 
还 有 一 些 更 细致 的 结论 , 则 是 度量 空间 所 独 有 的 . 度量 空间 与 一 般 一 致 空间 的 
关键 区 别 在 于 :度量 空间 中 的 一 致 结构 有 一 可 数 基 {V; , ;n € N}, 因而 度量 
空间 中 的 问题 仅 用 序列 就 可 得 到 完全 的 表述 . 


A. 完备 性 


有 (XX,d) 作为 一 致 空间 是 完备 的 , 则 称 X 为 完备 度量 空间 .简称 为 完备 
空间 , 调 称 4d 为 X 上 的 完备 度量 . 定理 3. 1. 6 现在 取 如 下 更 直观 的 形式 

3.2. 1 定理 ”对 于 度量 空间 X, 以 下 条 件 互相 等 价 ; 

(i) X 是 完备 的 ; 

(1i) X 是 序列 完备 的 ; 

(ii 车 1B,} 是 XX 中 非 空 间 集 的 降 列 , diam B, > 0, 则 门卫 汉人 

证 显然 (全 (iD, 若 1B,) 如 (ii), 取 .reE B(x€EN), 则 由 diam B, -> 
0 推出 {13 为 Cauchy 列 . 设 一 ，， 则 显然 x EN 门 B,. 这 表明 (iD 过 (ii). 

(40D 过 (). 设 1 人) CX 是 一 Cauchy 网, 则 由 8 3.1(9)'( 取 d, 二 4d) 有 4 
太 4; 记 …, 使 得 


(1) 


d(x ) 1 (Vi 1,). (2) 
令 A 二 {vi:t 写 4), 则 1A,) 是 非 空 闭 集 的 降 列 ,而 由 条 件 (2) 推 出 diam 4， 
阅 0(n-> 000). 由 条 件 (ii2 有 GE 门 A， 由 (2) 有 d(x ,x ) 之 1/n., 于 是 从 
d(7.2) 1n 十 dz 7) S27 (Yt 4,) 

推出 x, -> x. 故 XX 是 完备 的 . 国 

注意 定理 3. 2. 1 条 件 (ii) 中 的 diam B, -> 0 不 可 去 掉 .例如 , 取 关 =/ ， 

B, = (0.07 97 0 | 2(Yi> 0)). 

则 B, 是 1， 中 非 空 闭 集 的 降 列 ,但 diam Bi#* 0, 门 B, = 他. 

妨 一 方面 ,有 限 维 赋 范 空间 中 非 空 有 界 闭 集 的 降 列 确 有 非 空 交 . 因此 上 面 
所 举 的 似 属 病态 的 例子 只 能 出 现在 无 限 维 空间 中 . 

与 3. 1.7 相当 的 命题 是 ; 

3.2.2 命 题 (i) 完备 度量 空间 的 闭 子 空间 是 完备 的 ,度量 空间 的 完备 子 
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空间 是 闭 的 . 
(ii 设 (Xe) 是 可 数 个 度量 空间 , X = ]| X ,在 X 中 依 %1.5(8) 定 义 
度量 4d. 则 4 生成 X 上 的 积 一 致 结构 与 积 拓扑 . 若 X; 皆 完 备 . 则 X 亦 完备 . 
证 (0) 是 明显 的 ,只 证 (0). 任 给 xE X= |[ X, 总 以 x; 表 x 的 第 i 坐 
标 . 由 公式 
dx.) = D2 d(x,y) AI (xr,v EX) 


直接 看 出 以 是 上 的 一 个 度量 . 其 次 ,由 不 等 式 
[diy) Al<2d(r,y)., 


ap < a) 2 
i] 


容易 看 出 .对 任何 x",y") CX, 有 
d(x Vv ) ->0 人心 CC ye )—0 (n> € N). 
这 就 表明 , d 所 生成 的 一 致 结构 就 是 积 一 致 结构 .因而 d 的 度量 拓扑 就 是 积 拓 
扑 . 
关于 完备 性 的 结论 直接 由 3. 1. 7(iD 推 出 ， 国 


B. 全 有 界 性 与 紧 性 


设 V, 依 式 (1). 则 V(x) = B,(x) (后 一 记号 依 %1.4(3)). 因此 ,度量 空 
间 X 是 全 有 界 的 会 YVr 盖 0, 存在 有 限 集 {x;) CX, 使 得 X 一 U B,(x,), 即 
X 可 用 任何 半径 的 有 限 个 球 覆 盖 . 利用 全 有 界 性 ,结合 2. 2. 8,2. 2. 9 与 3.1. 
11. 得 到 紧 度 量 空间 的 以 下 刻画 |. 

3.2.3 定理 ”对 于 度量 空间 X, 以 下 条 件 互 相等 价 ; 

(i) XX 是 紧 的 ; 

(i) X 是 可 数 紧 的 ; 

(ii) X 中 非 空 逆 集 的 降 列 有 非 空 交 ， 

(iv) X 是 序列 紧 的 , 即 其 中 任何 序列 有 收敛 子 列 ; 

(v) X 是 聚 点 紧 的 , 即 其 中 任何 无 限 子 集 有 聚 点 ; 

(vi) X 完备 且 全 有 界 ; 

(vii) X 全 有 界 , 上 且 X 的 每 个 开 槛 盖 有 形 如 {B,Cx) :x E 义 ; 的 加 细 ( 后 一 
结论 以 Lebesgue 覆盖 引 理 著称 ). 

证 显然 人 D) 一 (iD, 电 2.2.8 有 (iD 全 (ii), 由 2.2.9 有 (iD 全 (iv) 和 (v)， 
由 3. 1. 11 有 (D 全 (viD 全 (vi). 余下 只 要 证 (iv) 一 (vi 设 X 序列 紧 . 若 (x) 
是 Cauchy 列 , 则 它 必 有 收敛 子 列 , 因 而 (x,) 本 身 收 敛 . 故 X 完备 . 若 X 非 全 
有 界 , 则 如 3. 1. 10 之 证 的 后 半 部 分 ,存在 r 之 0 与 序列 (x) CCX, 使 得 zw EE 
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Vi (YnEN), 于 是 
dd) Er (1 2 1). 

0 显然 不 能 有 收敛 子 列 . 得 出 巴 盾 ， 口 ] 
3.2.4 推 论 设 X 是 完备 度量 空间 . A CC X. 则 以 下 条 件 工 相等 价 : 
(DA 足 相 对 紧 集 ( 紧 集 ); 

Gi) A 中 任何 序列 有 收 伍 子 列 ( 且 其 极限 属于 A ); 
(ii) 入 是 全 有 界 集 ( 且 为 闭 集 ). 
丰 不 假定 六 完备 , 则 有 号 (GD 地 Gij). 


C. 第 二 纲 性 


宛 符 度量 空间 具有 一 个 一 般 完 备 一 致 空间 所 没有 的 独特 性 质 . 即 第 二 纲 
性 . 下调 首先 引进 有 关 的 概念 . 

3.2.5 定义 设 和 是 -一 拓扑 空间 , ACX. 若 (47 二 名, 则 称 A 为 琉 集 ， 
踊 集 的 可 数 并 称 为 第 一 纲 集 ,而 非 第 一 纲 集 称 为 第 二 纲 集 . 若 X 本 身 为 第 二 
纲 集 , 则 称 飞 为 Baire 空间 ,Baire 空间 中 第 一 纲 集 的 补 集 ( 必 为 第 二 纲 集 ) 称 
为 剩余 集 . 

显然 .第 一 纲 集 的 子 集 及 第 一 纲 集 的 可 数 并 皆 为 第 一 纲 集 . 芳 X 是 Baire 
空间 , 则 从 它 的 某 个 剩余 集中 任意 地 除去 可 数 个 第 一 细 集 , 余 下 的 仍然 是 第 二 
纲 集 . 剩余 集 的 这 种 不 可 穷竭 性 表明 ,在 Baire 空间 中 ,第 一 绸 集 及 其 剩余 集 
的 关系 恰 如 实 数 集 R 中 的 有 理 数 集 与 无 理 数 集 的 关系 ,二 者 分 别 占据 了 空间 
的 * 儿 乎 可 忽略 部 分 ”与 “几乎 全 部 ”这 就 为 抽象 地 刻画 “稀有 性 ”与 "一 般 性 ” 
是 供 了 一 种 拓扑 方法 . 一 般 的 模式 是 .如 果 " 状 态 变 元 ”x 的 变 域 为 Baire 空间 
六 .其 种 状态 构成 六 的 子 集 A, 则 当 A 是 第 -- 岗 集 与 剩余 集 时 ,分 别 认为 该 状 
态 足 "几乎 不 出 现 ” 5 几乎 必然 出 现 "的 . 显然 ,应 用 上 述 方法 的 前 提 . 是 能 构 
成 适当 的 Baire 空间 . 下 面 的 定理 可 满足 通常 的 需要 . 

3.2.6 定理 完备 度量 空间 与 LCH 是 Baire 空间 ,其 中 的 剩余 集 是 笛 集 . 

证 下 耐 的 论证 对 完备 度量 空间 X 进行 ,对 LCH 应 作 的 改动 放 在 括号 
路 . 设 A, CX 是 统 集 , A 二 U1 A,, 今 证 A 冯 义 .为 此 只 要 证 A* = 各. 用 反 
证 法 . 设 A 隆 写 ,由 (C44) == 字 推出 C41)' 在 XX 中 稠密 .于 是 存在 球 ( 非 空 相 
对 紧 于 集 ) 及. 使 得 Bi CA4ANA 分 别 以 Bi 与 4 代替 4 与 4 .又 有 球 ( 非 
宇 相 对 紧 并 集 ) 有 使 得 BC BI\A;,…, 如 此 得 到 球 ( 非 空 相对 紧 开 集 ) 的 
序列 17 使 得 及 CBN 全 1,B. 一 A). 可 要 求 diam B, ->0. 应 用 
定理 3.2.1( 定 理 2.2.2). 得 出 x ENB,. 但 

TEA\NUAVICAU A 条 ， 

得 出 耶 盾 . 门 
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3. 2.7 推 论 (D 设 X 是 Baire 空 间 , A, CX 为 闭 集 , XX 二 UU A,， 则 必 有 
某 个 A, 含 内 点 . 

(ii) 设 外 是 完备 度量 空间 或 LCH, G, CX 是 稠密 开 ( 或 G; ) 集 , 则 门 G， 
是 稠密 G; 集 . 

证 (i) 直接 由 定义 3. 2. 5 推出 . 

(ii 车 用 G, 隆 站 , 则 由 3.2.6 推 出 门 G, 不 是 剩余 集 ,因而 UG; 是 第 二 
纲 集 . 于 是 3n € N, 使 得 Gs 关 好 , 这 相当 于 G, 关 义 , 得 出 矛盾 . 


D. 完备 化 


人 3. 2. 3， 
3. 2.4.3.2.6.3.2.7 等 ). 这 就 自然 得 出 结论 :应 用 上 有 价值 的 空间 应 当 是 完 
备 的 . 站 而 .下面 的 定理 才 明 ,在 某 种 意义 上 我 们 总 可 以 将 一 给 定 的 度量 司 
变 成 光 备 空间 ， 

3.2.8 定理 设 X 是 一 度量 空间 , 则 存在 一 完备 度量 空间 X 与 一 等 距 映 
射 上 上 :X 一 X, 使 得 X 就 是 FX 的 闭 包 . 这 样 的 XX 在 等 距 同 构 的 意义 上 是 唯一 
的 , 称 为 X 的 完备 化 . 

证 构造 完备 化 的 以 下 方法 是 从 实数 系 的 构成 法 引申 出 来 的 ,其 基本 思 
想 实 际 上 很 简单 ; X 中 的 Cauchy 列 “ 本 来 ”是 应 收敛 的 (如 此 则 X 已 完备 了 )， 
只 是 内 为 空间 存在 空隙 而 让 极限 漏 掉 了 ,只 要 将 Cauchy 列 本 身 当 作 一 个 元 
素 补 入 义 , 以 代替 漏 去 的 极限 , 空 a 

以 Yi 记 X ye 当 (ww) (yo EY ddr.y) > On 
2 时 ,约定 人》 yn }. 人 在 了 上 定义 Tan ,以 入 记 其 商 
集 Y/ 一 ,以 [x] a 24} EY 所 属 的 等 价 类 (关于 商 集 参 考 § 1. 2D). 

在 X 中 定义 度量 如 下 : 

dl([2, 1],Ly,]) = limd (Cr, y»). (3) 
首先 应 说 明 ; 当 (x,),{y,) EY 时 式 (3) 右 端的 极限 存在 ,这 由 以 下 不 等 式 推 


| dC yn) — d(x ys) | 
d(T ) Tt dy Yi) > O00.n — oo). 
其 次 . 若 {和 5) 一 000) 一 9)， 则 
| edx 一 dr sy) | 
drar i) dy yn,) > 0n > 00), 
这 表明 式 (3) 中 的 极限 与 {x,) € [zw € Ly, | 的 选择 无 关 . 直接 看 出 (3) 
定义 的 是 对 称 的 且 满 足 三 角 不 等 式 . 若 d(x,1,[y,j) 二 0, 则 d(x,y1) 一 
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0, 于 是 (x) ~ {y,), 即 [x,j 二 [yj. 因此 4d 是 X 上 的 一 个 度量 . 

定义 等 距 上 映射 下 ;X -一 和 如 下 :VEX, 以 x 记 Cauchy 列 fx, 
Z，…} 所 属 的 等 价 类 , 令 Fx 二 x. 直接 由 (3) 有 

df 元 ,7) 一 dzyy) (VYx,y € X), 
可 见 下 是 等 距 映 射 . 任 给 [x,] EX, 有 
limd (Lx, ], x) 一 lim limd Cr» 2m) 一 0， 

这 表明 元, 一 [zj](m 一 co)， 因 此 FFX = 二 XX. 

现在 证 XX 完备. 设 {1&) 是 X 中 的 Cauchy 列 ,Yn EN. 取 x E€ XX. 使 
dc)< 1 由 

Ca Sd ) tH db 6,) td(é, ,i,) 
<li/m+d(é,,&,) + 1l/n—>0 (Nn > “i) 
知 (x,) EY, 于 是 上 = [x,] € X. 由 
d(&,,£) dé ,7,) td(i,.€) 

看 出 在 XX 中 6, -> &, 故 羡 完 备 . 

最 后 证 唯一 性 . 设 Z 是 一 完备 度量 空间 , G:X -> Z 是 一 等 距 映 射 . GX = 
Z. 定义 

T.FX —> GX,， Fr 人 Gr, 
则 工 是 一 个 等 距 映 射 . 任 给 EE€E X, 取 {zx,} € &, 则 {Gx} 是 Cauchy 列 ,定义 
1 二 limGx, € Z, 可 验证 这 样 定义 的 及 与 (x) 的 选择 无 关 , 这 就 得 到 映射 
T:X>2Z. 若 .7E X,{r) E66(y)Ey 则 
d(TE, Ty) = limd (Gr,Gy,) 
一 lim d (zyo) = d(é,n), 

故 工 为 等 距 映 射 . Vz E 2Z, 必 有 {x} CX, 使 Cr 一 >, 于 是 > 一 TLr ,可 
见 TX 一 QZ, 故 工 是 等 距 同 构 . 口 ] 

在 抽象 空间 理论 中 ,类似 的 方法 用 来 构成 其 他 一 些 空间 (如 赋 范 空间 、 赋 
范 代数 等 ) 的 完备 化 . 因 基本 原理 是 一 样 的 ,今后 将 不 再 重复 类 似 的 构造 
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A. 可 度量 化 拓扑 

为 讨论 方便 ,首先 给 出 以 下 定义 ， 

3.3.1 定 义 设 (X,r) 是 一 个 拓扑 空间 .着 rt 是 XX 上 某 个 度量 4 的 度量 
拓扑 , 则 称 z 为 可 度量 化 拓扑 ,而 称 X 为 可 度量 化 拓扑 空间 ,简称 为 可 度量 化 


空间 ， 
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-及 能 断定 某 个 拓扑 空间 是 可 度量 化 的 ,就 可 将 有 关 度量 后 扑 的 所 有 结 
论 应 用 于 该 空间 ， 而 且 可 以 选用 某 个 适当 的 度量 来 处 理 该 空间 中 的 拓扑 问题 ， 
仙人 不 论 该 拓扑 的 最 初 来 源 是 否 联系 于 某 个 度量 . 可 度量 化 概念 的 好 处 .主要 即 
在 于 此 . 

时 然 可 度量 化 概念 的 表述 中 涉及 度量 ,但 它 是 一 个 拓扑 概念 ,原则 上 可 从 
纯粹 的 拓扑 考虑 作出 判断 ,而 不 依赖 于 特定 度量 的 选择 , 对 于 可 度量 化 拓扑 的 
运用 来 说 ,关键 的 事实 是 某 个 相 容 度量 的 存在 性 ,至 于 是 否 应 具体 构造 出 这 一 
度量 , 则 决定 于 问题 的 具体 需要 ,未 必 总 是 重要 的 . 

关键 的 问题 是 可 度量 化 的 判定 . 否定 判断 通常 是 容易 的 ;指出 所 讨论 的 拓 
扑 不 具备 度量 拓扑 的 某 个 性 质 就 够 了 . 例如 ,已 知 度量 拓扑 具有 8 2. 1 中 所 述 
的 全 部 分 离 性 质 (从 T 到 Ts), 因而 缺少 这 些 性 质 中 的 任何 一 个 的 拓扑 必 不 
可 度量 化 . 类 似 地 ,可 将 所 有 不 满足 第 一 可 数 性 公理 的 拓扑 排除 在 可 度量 化 拓 
扑 之 外 . 

对 “可 度量 化 "作出 肯定 判断 ,通常 就 不 那么 容易 , 求 出 可 度量 化 的 充 要 条 
件 . 则 是 个 更 深刻 的 问题 . 值得 庆幸 的 是 ,此 问题 已 获 完全 解决 .本 节 将 给 出 其 
结果 . 即使 有 了 这 些 可 度量 化 条 件 , 将 它们 用 于 某 一 特定 空间 也 未 必 容 易 成 
功 . 在 某 些 情 况 下 ,如 下 的 简单 命题 对 于 可 度量 化 判别 是 有 帮助 的 . 

3. 3.2 命题 “可 度量 化 性 ”是 遗传 的 .可 数 可 乘 的 . 

遗传 性 是 明显 的 ,可 数 可 乘 性 则 依据 3. 2. 2(ii)， 


B. 可 分 度量 空间 


现在 我 们 着 手 求 出 可 度 化 的 条 件 . 这 一 问题 分 两 步 解决 ;在 给 出 一 般 的 解 
答 之 前 , 先 解决 一 个 较 容易 的 特殊 间 题 :可 度量 化 的 可 分 空间 的 特征 是 什么 ? 
可 分 性 的 定义 如 下 : 

3.3.3 定 义 设 X 是 一 拓扑 空间 . 若 存 在 可 数 集 在 X 中 稠密 , 则 称 X 为 
可 分 空间 ; 若 A CX 作为 子 空间 是 可 分 的 , 则 称 A 为 可 分 集 . 

可 分 性 的 意义 在 于 :在 一 个 可 数 稠 子 集 上 往往 较 容 易 获得 某 些 所 期 待 的 
结论 .而 这 种 结论 有 可 能 通过 一 个 极限 过 程 过 渡 到 全 空间 . 可 以 说 ,在 某 种 意 
义 上 可 分 空间 "比较 小 ”正如 通常 认为 有 可 数 基 的 拓扑 “比较 小 ”一样 . 实际 
上 ,可 分 性 与 第 二 可 数 性 确 有 很 强 的 联系 . 

3.3.4 命 题 第 二 可 数 的 拓扑 空间 是 可 分 的 ,可 分 度量 空间 是 第 二 可 数 
的 . 

证 若 X 是 有 可 数 拓扑 基 (了 B,) 的 拓扑 空间 , 任 取 bE€ B,(YnEN), 则 
显然 40) 在 XX 中 稠密 ,因而 XX 可 分 

若 X 是 有 可 数 稠 子 集 {x,} 的 度量 空间 , 则 
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六 会 1B (Cr) :mn EN) 

是 XX 的 一 个 可 数 拓扑 基 ; Vx EX,r 汪 0, 取 mE N, 使 2/m 一 r; 取 x, EE 
Bi (Xx), 则 可 验证 x € Bi (x,) CC B,(x), 这 表明 是 拓扑 基 . 

3.3.5 命题 (i) 可 分 拓扑 空间 中 的 开 子 集 是 可 分 的 ,可 分 度量 空间 中 任 
何 子 集 是 可 分 的 . 

(ii) 若 X;(i € 7) 是 一 族 可 分 拓扑 空间 , ! 的 基数 不 超过 R 的 基数 , 则 积 
空间 X = [] X 是 可 分 的 ,特别 ,空间 Rs 是 可 分 的 . 

COXY) 人 CX 本 分 , 则 PA 可 分 

证 (iD 若 (zx,} 是 XX 中 的 可 数 稠 子 集 , AC 己 X 是 开 集 , 则 显然 A 门 1 
在 A 中 稠密 ， 因而 是 可 分 的 . 关于 度量 空间 的 结论 由 3. 3. 4 及 第 一 可 雪人 
的 遗传 性 (1. 5. 11(i) ) 推 出 . 

(让 ) 的 证 明 不 太 简 单一 个 特殊 情况 的 证 明 参 看 [11,p. 55]. 

(ii) 的 证 明 是 平凡 的 

3.3.6 命题 度量 空间 中 的 全 有 界 集 与 相对 紧 集 皆 为 可 分 集 . 

证 ”只 要 证 全 有 界 的 度量 空间 X 是 可 分 的 . YzE N, 取 有 限 集 A, CX， 
使 X=U 1{ {Bi (7):x € A,}, 则 入 二 UU A, 是 X 的 可 数 笛子 集 : VirEX,r 
之 0, 取 n€EN, 使 1/n< 过 7r; 取 y€E Ah, 使 z€E Bi,(y), 则 y€ Bi,(x)CC 
B,(x). 

3. 3.7 定理 (Urysohn) 对 于 拓扑 空间 X, 以 下 条 件 互 相等 价 : 

(DX 是 可 分 的 可 度量 化 空间 ; 

(ii) X 是 第 二 可 数 的 正则 空间 

(iii) X 可 拓扑 租 入 J*,J = [0,11]. 

证 《iD 字 (Ci 是 平凡 的 (用 3. 3. 4). 

(bb 一 (ii). 若 X 是 第 二 可 数 的 正则 空间 , 则 X 是 全 正则 的 ( 依 定理 2. 1. 
11), 因 此 由 2.1.8 有 XC 产 (拓扑 能 人 )， 

(1D 过 (DD). J* 是 可 度量 化 的 紧 空间 (用 命题 3. 3. 2) ,因而 可 分 (用 3. 3. 6 
或 3.3.5(i)), 于 是 J* 的 子 空间 是 可 分 的 可 度量 化 空间 . 

3.3.8 推 论 (iD X 是 紧 的 可 度量 化 空间 全 X 同 胚 于 j" 的 某 个 闭 子 空间 
今 X 是 第 二 可 数 的 紧 了 T: 空间 . 

(ii) X 是 可 分 的 可 度量 化 空间 铺 X 同 胚 于 某 个 紧 度 量 空 间 的 稠密 子 空 


间 . 

(iii) 若是 可 分 可 度量 化 空间 , 则 | X || R |. 

(iv) 设 X 是 紧 拓 扑 空间 ,存在 可 数 集 下 CCCX) 分 离 X 中 的 点 , 则 X 是 
可 分 的 可 度量 化 空间 ， 
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利用 3. 3. 7( 并 结合 2. 2. 3,2. 2. 4(iv),2. 2. 6) ,以 上 结论 的 证 明 是 直 
接 的 . 


C. 一 般 度量 化 定理 


现在 将 定理 3. 3.7 推广 为 一 个 一 般 的 度量 化 定理 ,关键 是 将 定理 3. 3.7 
(让 中 的 可 数 拓扑 基 条 件 推广 为 一 个 适当 的 一 般 性 条 件 , 这 依赖 于 局 部 有 限 
族 概念 (参考 $ 2. 4A). 首先 建立 以 下 预备 性 结 

3. 3.9 定理 (Stone 1948) 设 X 是 度量 空间 , 则 X 的 任何 开 覆 盖 有 ce - 
离散 的 开 加 细 , 因 而 X 是 仿 紧 的 ， 

证 ” 取 定 X 的 开 材 盖 % = {U,}。.a 是 序数 . 今 要 构成 的 一 个 o- 离散 
的 开 加 细 . 构 作 过 程 不 算 太 复杂 ,但 颇具 技巧 性 ，Y a 过 yu,n EN, 作 如 下 一 列 


U,, = {x7 € X:d(r,U) 之 2) (1) 
Ve, 一 [人 用 Us 9 (2) 
Wo, = (rE Xid(rVe) 2" }. (3) 


令 加 二 (We 今 证 会 UU 是 久 的 o 一 离散 开 加 细 . 
首先 证 覆盖 XX. 显然 U。 =U U,, ,Vx EX, 取 最 小 的 a 二 ,使 得 37 
EN, 使 EU,,, 因而 x EV CW,, CW?. 
其 次 证 少 是 离散 族 . 取 定 8 过 a 二, 今 指明 
dCV Vs ) 21. (4) 
事实 上 ,， Vx EVossy EVpr,， 有 XE UNAUariy GE Us (用 (2)), 故 
d(x,y) 之 d(y,Us) — d(x,Us) 
宇 27 一 2 二 2 (用 (1))， 
这 得 出 (4). 进而 可 从 (4) 推 出 
d(W,s War) > 2 
(这 蕴涵 了 4, 为 离散 族 ): Vx EE Ws,yy € Wasy 取 x EV,y EE Varn, 使 
d(x) 2 ,dy,y ) 2 则 
d(x,y) dr ,yy)—d(r,r) —d(y,y) 
> 2 一 2 二 2?，( 用 (4)). 
最 后 证 WW < 及 只 要 证 Wo CUwila<pn€EN).YVrEW,,, 取 yE€ 
Vo 使 dx,y) 二 27”, 则 
dlrsU’) dl(y,U)— d(xr,y) 
> 2 一 2 > 2 "7, 


这 推出 x E LU， 
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综 上 ,WW 是 的 o- 离散 开 加 细 . 由 2.4.7(iv), 和 是 仿 紧 的 . 加 

现在 已 可 证 明 以 下 著名 的 度量 化 定理 , 它 是 由 Bing, Nagata 以 及 
Smirnov 在 1950 年 前 后 建立 的 . 

3.3. 10 定理 ”对 于 拓扑 空间 X, 以 下 条 件 互相 等 价 ， 

(DO X 是 可 度量 化 空间 ; 

(11) X 是 正则 空间 且 有 = - 离散 拓扑 基 ; 

GD X 是 正则 空间 且 有 - 局 部 有 限 拓扑 基 . 

注 3.3.1 可 数 拓扑 基 平 凡 地 是 o- 离散 或 v - 局 部 有 限 拓扑 基 这 就 显 
示 出 ,定理 3. 3. 10 是 3. 3. 7 的 一 般 化 . 

证 (iD=>(i). 设 X 是 度量 空间 ，VmE N.X 的 开 覆 六 :B,. (TrE NY! 
有 o- 离散 的 开 加 细 勾 (用 3. 3.9),U 及 就 是 X 的 一 个 - 离散 拓扑 基 : 
VzrEXr>0, 取 EN, 使 2 < 六 取 BE .加 .使 +E€ BC Bi,(y), 则 
rE BCB,(x). 

(=>(iii) 是 平凡 的 ， 

(0) 全 (0). 这 是 证 明 的 核心 部 分 . 设 .4= U .h 是 X 的 拓扑 基 , 每 个 4 是 
局 部 有 限 的 . 显然 X 的 任何 开 履 盖 都 有 = - 局 部 有 限 开 加 细 , 故 X 是 仿 紧 的 
(2.4.7), 因 而 是 正规 的 (2. 4. 6). 令 

Vi.g=U (AE HACB} (BE .Dh. (5) 
由 为 局 部 有 限 与 式 (5) 看 出 Vs CB( 用 2.4.20)). 取 fECCX), 使 得 V,， 
<<ja<B( 用 2.1.10(iiD), 定义 
dm (X.Y) 一 >) | fp Cr)—f, fuB(y) |, 
BE (6) 
dx,y) = D2 Td (xy) A 11. 


Din 


由 加 局 部 有 限 及 supp fs 己 B 知 式 (6) 中 的 dm(X,y) 有 定义 . 直接 看 出 
d(x,y) 是 对 称 的 且 满 足 三 角 不 等 式 . 若 x,y EE Xr y, 则 jmEN,B 和 
入, 使 ?rE By 区 昌 ,进而 有 ncEN4E 大 使 CEACA4CB 故 经 
Vg, 于 是 d(x.y) 宇 1,d(x,y) 之 0. 因此 4d 是 X 上 的 一 个 度量 . 

余下 证 明 4 生成 X 上 的 原 拓扑 , 即 对 任 给 网 {xx} CX,x EX, 有 -> 
今 d(xi,x) 一 0. 首先 , 若 x -> x, 则 

BC) > fp (7x) (Yn€EN,BE.). 

于 是 由 (6) 看 出 d(x,7x) -> 0CYmn € N), 从 而 d(x,,7x) 一 0. 肥 之 ,车 迟 
六 7,， 则 有 m EN 与 BE 为 ,使 rE B, 而 某 个 共 尾 子 网 1x ) CB 取 nE€ 
N,AE 及 ,使 rE ACACB, 则 fs(7) =1,f,y(2) =0, 于 是 d(x， 
7) 之 1, 这 表明 d(x,,x)% 0. [DD] 
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D， 一致 空间 的 度量 化 


给 定 一 致 空间 (X, 访 . 车 和 可 由 某 个 度量 4 生成 , 则 称 多 为 可 度量 化 一 
致 结构 ,而 称 X 为 可 度量 化 一 致 空间 . 若 可 度量 化 , 则 由 勾 生 成 的 一 致 拓扑 
显然 亦 可 度量 化 . 不 过 , 因 同 一 拓扑 可 由 很 不 相同 的 一 致 结构 生成 , 故 X 作为 
拓扑 空间 的 可 度量 化 与 其 作为 一 致 空间 的 可 度量 化 并 不 是 一 回 事 . 实际 上 ,与 
颇 为 深刻 的 定理 3. 3. 10 相对 照 ,一 致 空间 可 度量 化 问题 的 解决 要 容易 些 . 下 
面 就 是 所 要 的 结论 . 

3, 3. 11 定理 (Alexandroff-Urysohn 1925) 一 致 空间 (X,20 可 度量 化 
今 有 一 个 可 数 基 . 

证 条 件 的 必要 性 是 平凡 的 ,只 要 证 充分 性 . 设 义 有 可 数 基 {U,), 今 要 
构成 与 % 相 容 的 度量 d. 不 妨 设 U, 是 对 称 的 且 

U, 。U, 。U, CU, (n 之 1)， 

约定 U, 二 XXX. 定义 


2 ”) ( 9 ) U, U,. 9 之 0， 
fy = | 9) € Un\Um on (7) 
0， TTY， 
d(x,y) = inf>， fr ,ri), (8) 
i 二 ] 


(8) 式 右 端的 inf 是 对 X 中 所 有 满足 xo。 一 zz 二 y 的 有 限 序列 {xo ,x ，*…， 
xz 取 的 . 为 简便 起 见 , 下 面 约定 将 (8) 中 的 和 式 写作 > 
首先 证 4 是 一 个 度量 . 直接 看 出 三 与 4 是 对 称 的 (注意 U， 是 对 称 集 ). 其 
次 ,YxyyzEX, 有 
dz) 一 inf> sinf(27 十 >) ) 
一 inf>， +inf 2): 
= d(xr,z) + d(z,y). 
显然 d(x,x) = 二 0. 至 于 x 关 y 之 d(x,y) 之 0”, 则 由 下 面 的 式 (9) 自 动 推出 . 
其 次 证 d 生成 ,为 此 只 要 证 
Vi CU,CVe! (n> 1), (9) 
V,(r>0) 依 $3.20). 由 d(x,y) 达 f(x,y) 直接 推出 U, CView1. 余下 只 要 
证 fCx,y) 之 2d(x,y). 取 定 点 组 X= 二 yyX1 二 y 邻 a = 二 > fr ， 
7) , 今 证 Fr 和 过 2a, 可 设 a 记 0. 对 nn 用 归纳 法 . 取 m EN, 使 2” 达 a 一 
2 可 设 罗 之 1 (否则 六 1 过 2 ), 取 最 大 的 &, 使 2 f(z,ti) 信 a/2， 
测 
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n 大 
DD zz 一 a 一 > rr) 去 5 (10) 
一 大 1 | 
用 归纳 假设 得 


大 一 | 
fxret) C2 ft) Ca 
i=1 


frsy) E22D) friiyr) a. 
i—ktl 


其 次 显然 f(x xe) < 委 w 于 是 (zy €E UoU,。U, CU,i, 这 推出 f(z， 
y) 声 2 才 2a, 如 所 要 证 . 

定理 3. 3. 11 表明 ,一 致 结构 可 度量 化 是 一 个 限制 性 很 强 的 条 件 . 因此 ,在 
一 般 情况 下 不 能 指望 由 一 个 度量 生成 . 但 要 求 由 一 族 伪 度 量 生成 , 则 总 
是 可 能 的 . 以 下 结果 可 看 作 定 理 3. 1. 4 的 逆 . 

3.3. 12 定理 设 忆 是 一 致 空间 (X,30) 上 一 致 连续 的 伪 度 量 之 全 体 , 则 
P 是 生成 丸 的 一 个 基本 伪 度 量 族 . 

定理 所 述 的 已 称 为 生成 的 格 集 (gage). 

证 注意 PP 非 空 ,d = 0 就 属于 了 P. 以 神 记 PP 生成 的 一 致 结构 (暂且 不 
肯定 它 是 分 离 的 ). 今 证 = 和 . Vd € P, 由 4d 在 (X,) 上 一 致 连续 推出 
Va WU( 用 3.1.3), Vo 依 83.1(5). 因 如 由 

1 人 {Vy:d € Pr>0) 
生成 (3.1.4), 故 如 己 ,余下 只 要 证 1 上 (这 推出 六 = 各 ,因而 了 是 生成 
沁 的 基本 伪 度 量 族 ). 取 定 DE 2, 令 U 一 UNUT', 作 中 的 对 称 集 的 序列 
U,}, 使 得 品 ,。U, 。U;, CU (nn 之 1,U6 一 XXX),， 则 如 3.3.11 之 证 ,可 
构成 XX 上 的 一 个 伪 度 量 a , 使 得 (参照 (9)) 
VarirCECV (n> 1). 
这 表明 4 一 致 连续 ,因而 d € P, 且 1 U, 如 所 要 证 . 口 

显然 , 格 集 P 是 生成 六 的 最 大 伪 度 量 族 , 的 任何 生成 伪 度 量 族 都 可 以 
扩张 为 一 个 基本 伪 度 量 族 . 

类 似 于 度量 化 ,可 提出 “一 致 化 ”的 问题 :一 个 给 定 的 拓扑 成 为 一 致 拓扑 的 
条 件 是 什么 ”利用 定理 3. 3. 12 ,这 一 问题 有 很 简单 的 解答 . 

3.3.13 推 论 设 (X,r) 是 一 拓扑 空间 , 则 是 一 致 拓扑 的 充 要 条 件 是 
是 全 正则 的 . 

证 若 z 由 某 个 一 致 结构 怀 生 成 , 王 是 了 的 格 集 , x € X,d € P,fi = 
cr , 则 六 ECCX)， 

Vl ={fy<r (Yr>0), 
Vs 依 § 3.1(5). 这 表明 形 如 {fi 二 r} (dE€ P,r 守 0) 的 余 零 集 构成 X 的 拓扑 
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基 , 因 此 X 是 全 正则 的 ( 依 2. 1. 6). 

反之 , 若 X 是 全 正则 的 , 则 有 拓扑 嵌入 FE:;X 一 ,一 EL0,1],2 是 某 个 非 
宏 集 (2, 1. 8)，FX 是 一 个 一 致 空间 (3. 1. 2), 以 1 记 其 一 致 结构 , 则 /会 
F171 是 X 上 的 一 致 结构 , 且 F:(X,2) -> (FX ,是 一 致 同 构 . 若 以 zt 记 的 
一 致 拓扑 , 则 下; (X,t,) 一 FX 必 为 同 胚 (用 命题 1. 4. 3) ,因而 rm = r, 可 见 
是 一 致 拓扑 . 

鉴于 常用 的 抽象 空间 (如 TVS, 拓扑 代数 等 ) 都 是 一 致 空间 ,全 正则 空间 
在 抽象 空间 理论 中 具有 普遍 价值 ,是 理所当然 的 , 
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前 两 章 所 考虑 的 抽象 空间 固然 是 非常 基本 的 ,但 因 其 不 涉及 任何 代数 运 
算 , 深 入 的 发 展 必 然 很 受 限 制 . 现在 进入 抽象 空间 理论 的 - -个 主要 方向 ;拓扑 
向 量 空间 (TVS) 理 论 , TVS 一 方面 继承 了 一 般 拓扑 空间 与 一 致 空间 的 全 部 性 
质 , 同 时 又 央 其 拓扑 结构 与 向 量 空间 结构 的 结合 而 导向 更 精细 的 结果 ,因而 成 
为 更 有 价值 的 抽象 空间 . 大 多 数 常用 的 抽象 空间 ,都 具有 TVS 的 形式 ,或 以 
TVS 为 其 背景 ,可 以 说 ,TVS 为 现代 分 析 数学 提供 了 最 主要 的 空间 框架 ,其 
重要 性 是 不 言 而 喻 的 . 

TVS 的 基本 特点 是 其 结构 完全 决定 于 局 部 基 , 因 而 在 本 章 中 运用 局 部 基 
的 技巧 是 关键 的 . 不 过 ,只 要 有 可 能 ,我 们 就 运用 诸如 半 范 . 准 范 与 范 数 等 更 直 
观 方便 的 度量 工具 . 相应 地 ,在 本 章 中 局 部 凸 空间 、 赋 准 范 空 间 与 赋 范 空间 将 
受到 一 定 关注 . 不 过 ,我 们 将 始终 以 TVS 为 统一 背景 ,只 是 在 适当 场合 指出 ， 
对 特殊 类 型 的 TVS 能 得 出 哪些 更 强 的 结果 . 

在 本 章 中 ,只 要 未 加 说 明 , X,Y 等 就 记 K 上 的 TVS, 在 同一 问题 中 涉及 
的 K 是 一 样 的 . 
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在 这 个 带 预 备 性 质 的 第 一 节 中 ,我 们 尽 可 能 详尽 地 给 出 有 关 TVS 的 各 种 
初等 事实 ,以 备 后 面 引用 , 不 过 , 凡 属 直 接 的 证 明 都 子 省 略 . 


A. 局 部 基 


如 已 指明 的 ,TVS 结构 完全 由 其 局 部 基 所 决定 . 因此 ,给 出 局 部 基 所 应 满 
足 的 条 件 具 有 基本 意义 ， 

4.1.1 定 理 车 XX 是 K 上 的 TVS,3 是 X 上 的 一 个 局 部 基 ( 特 别 , 甸 可 以 
是 X 的 0- 邻 域 系 ), 则 多 满足 以 下 条 件 : 

(i) YA,BE 3, 有 3B|F-ANB,; 

(Gi) NN) 色 = {0); 

Gil YAE ;3,IJBEe 8, 使 B+BCA; 

(iV) YAE 3,IBE ,使 2B CA(a |< D); 

(v)YAE ,有 X=U, oA. 


AEK 
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反之 , 若 X 是 K 上 的 向 量 空间 , 集 族 CC 2* 满足 以 上 条 件 (D 一 (v), 则 X 上 
存在 唯一 以 % 为 局 部 基 的 向 量 拓扑 . 

证 ”条件 G)~(v) 的 验证 是 平凡 的 . 例如 ,条 件 (v) 的 验证 如 下 ;给 定 A € 
,rr E X, 由 数 乘 运算 的 连续 性 及 0 .>z 二 0, 知 当 BE K, | 8 | 充分 小 时 应 
E A, 因而 x € FA. 这 表明 二 Ugoh. 

下 面 证 明道 命题 . 设 满足 条 件 (i)~(v). 邻 .3. = {zx 十 B:BE 从, 今 指 
明 {入 :xr EX} 满足 定理 1. 3.7 中 条 件 () 一 Giii). 条 件 (i) (让 是 明显 的 . Giii) 
的 验证 如 下 : Vx E X,AE3%, 取 BE 如 ,使 B 二 BCA, 则 VYyE€Ex 十 B, 有 
y+BE 从， 

y+BCzx+B+BCzx+A. 
于 是 ,由 定理 1.3.7 有 X 上 的 唯一 拓扑 r, 使 得 加 是 x 的 邻 域 基 . 若 z,yE 
X,z 天 yy 则 由 本 定理 中 的 条 件 Gi), 有 A E€ 汉 使 + 一 yEA. 取 BE 汉 使 B 
十 BC A, 则 易 验 证 x 一 B 与 y 十 B 是 分 离 x 与 y 的 邻 域 . 故 t 是 Ts 拓扑. 
直接 看 出 依 拓扑 + 加 法 是 连续 的 . 给 定 a€ K,rE XX,AE€.8, 取 n EE€ 
N, 使 nn 二 |a | 十 1; 重复 应 用 条 件 (ii) 可 得 出 BE 3 使 2 个 召 的 和 
B 二 B 二 … 十 BCA; 取 CE 使 8CCB(OUB| 之 1D; 取 XEK, 使 +E€ 
A, 则 当 BE K, | 8 一 a | 充分 小 时 有 
BCZ 二 CC) 一 or 十 (8 一 o) 六 十 BC 

Car 十 (8 一 aoMC 十 BC 

C ar 十 如 十 (2 一 1]) 吾 

C ar 十 4A， 
这 表明 数 乘 运算 连续 . 因此 , rz 是 X 上 的 以 即 为 局 部 基 的 唯一 向 量 拓扑 

定理 4. 1. 1 的 价值 在 于 ,在 定义 某 个 TVS 时 ,只 需 给 出 一 个 满足 4. 1. 1 
中 条 件 (D 一 (v) 的 局 部 基 多 就行 了 ,而 无 需 实际 给 出 拓扑 的 构成 及 验证 运算 
的 连续 性 ,这 两 者 通常 都 是 繁琐 费事 的 . 

以 下 X 总 记 K 上 的 TVS 而 不 再 处 处 说 明 . 

下 面 指 出 ,在 XX 中 存在 满足 某 些 特殊 条 件 的 局 部 基 , 这 些 结论 为 局 部 基 
概念 的 应 用 带 来 很 大 方便 ， 

4. 1.2 命题 XX 中 的 以 下 集 族 都 构成 局 部 基 : 

(iD 平衡 0- 邻 域 之 全 体 ; 

(ii) 对 称 0- 邻 域 之 全 体 ; 

(Giii) 闭 (或 开 )0- 邻 域 之 全 体 ; 

(iv) 闭 (或 开 ) 平 衡 0- 邻 域 之 全 体 . 

证 大 部 分 结论 的 证 明 是 直接 的 ,不 妨 只 证 (iv). 任 给 0- 邻 域 了, 由 正则 
性 (注意 X 作为 一 致 空间 是 正则 的 ), 有 闭 0- 邻 域 BC V. 取 0- 邻 域 U, 使 aU 
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CCBal 委 1). 令 到 =UusaaU, 则 丈 是 闭 的 平衡 0- 邻 域 上 是 厂 CBA4. 


处 理 TVS 问题 的 一 种 常见 模式 是 : 取 定 一 个 适当 的 局 部 基 3, 然后 验证 
每 个 BE 满足 某 个 条 件 . B 的 性 质 铺 好 ,通常 验证 就 愈 简单 . 由 于 有 4. 1. 2， 
只 要 考虑 平衡 或 闭 0- 邻 域 就 行 了 . 车 结合 利用 4. 1. 1 之 条 件 (iii) , 则 只 要 考虑 
形 如 召 十 总 的 0- 邻 域 ,其 中 于 是 平衡 (或 闭 、 闭 平衡 等 )0- 邻 域 就 够 了 . 对 于 后 
面 就 要 考虑 的 局 部 凸 空 间 ,可 进而 假定 B 是 凸 或 绝对 凸 0- 邻 域 . 以 上 考虑 将 
贯穿 于 本 章 各 节 而 不 另 加 说 明 . 

如 在 $1.4C 中 指出 的 ,以 

1 一 {Va :A 所 .4 9 

Va={(r,y) E XX Xiy—rEA) 
为 基 生 成 X 上 一 个 一 致 结构 ,其 中 是 的 0- 邻 域 系 ， 凡生 成 的 一 致 拓扑 
就 是 X 上 的 原 拓 扑 . 车 以 某 个 局 部 基 ( 或 子 基 ) 名 代替 .1, 则 所 得 的 {Vs:B E 
分 是 汉 的 基 ( 或 子 基 ). 8 3. 1 中 对 一 般 一 致 空间 所 提出 的 概念 与 结论 ,都 可 
用 于 TVS, 而 且 利用 局 部 基 可 表述 得 更 好 . 例如 ,注意 到 Vas(A) = 4 十 有 
8 3. 1 中 的 公式 (1) 现 在 成 为 

A=N {A+B.BER (ACX), (2) 
3 是 X 的 某 个 局 部 基 . 由 8$3. 1(9) 所 表达 的 Cauchy 网 条 件 可 改写 成 ， 
VBE9,jn Vstn 有 > 一 EB， 


(1) 


这 相当 于 
lim(x, 一 x) = 0, (3) 
(3) 称 之 为 Cauchy 条 件 , 它 已 很 接近 于 通常 的 Cauchy 条 件 . 
应 强调 的 是 ,TVS 中 的 一 致 结构 完全 决定 于 空间 中 的 向 量 拓扑 . 像 全 有 
界 性 .Cauchy 网 .完备 性 这 类 “一 致 性 ”概念 ,在 TVS 中 实际 上 是 拓扑 概念 ， 它 
们 可 用 局 部 基 得 到 完全 的 刻画 ,而 且 在 拓扑 同 构 ( 参 看 § 1. 4C) 变 换 下 保持 不 


B. TVS 中 的 点 集 


在 $ 1.3 中 建立 了 一 般 拓 扑 空间 中 的 点 集 论 . 由 于 有 拓扑 运算 (如 运算 A 
一 人 ) 与 代数 运算 的 结合 ,TVS 中 的 点 集 论 内 容 更 为 丰富 . 首先 ， 由 线性 运算 
的 连续 性 直接 推出 公子 


A++BCAIB, (4) 
A"+B CA’+BC(A+B),, (5) 
aA = aA, aA" = (oA )", (6) 


其 中 A,BCX,0ZaEK. 由 (5) 推 出 , 开 集 与 任 一 集 的 和 是 开 集 . 但 闭 集 的 
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和 未 必 为 闭 集 . 

现在 依次 考虑 TVS 中 各 种 常见 点 集 的 性 质 . 在 3 1. 2E 中 从 纯 代数 的 角 
度 讨论 了 凸 集 .平衡 集 等 . 在 TVS 中 自然 应 加 进 拓扑 的 考虑 . 

4.1.3 命 题 (D 若 A, 了 CCX 是 凸 集 , 则 4A 十 如 是 凸 集 . 

(ii) 凸 集 关于 线性 算 子 的 象 或 原 象 是 凸 集 . 

(iD 着 A CX 是 凸 集 , 则 A 与 A 是 凸 集 . 

(iv) 若 ACX 是 凸 集 , A* 关 名 , 则 ACA. 

结论 (一 (ii) 亦 适用 于 线性 流 形 . 子 空间 .平衡 集 与 绝对 凸 集 ,但 对 于 平 
衡 集 4, 仅 当 0 E 4 时 人 "是 平衡 集 , 而 对 于 线性 流 形 则 有 以 下 特殊 结论 : 

(v) 若 4ACX 是 线性 流 形 , A 短 X, 则 4 = 他 . 

证 若 4A 是 西 集 , xo。 € A ,xr € A, 则 

zi 人 (Dittr €E A011), 

故 xx 二 lim ZX! E 4. 这 证 得 (iv). 

若 ACX 是 子 空 间 ,x€A", 则 0€ A 一 xCA', 于 是 由 4.1.1(v) 有 X 
二 Uneroh = A. 这 证 得 (v). 

其 余 结论 的 证 明 是 直接 的 . 

4. 1.4 定义 设 ACX. 车 对 任 给 0- 邻 域 V, 存在 8€ K, 使 得 ACBV， 
则 称 A 为 有 界 集 , 非 有 界 的 集 称 为 无 界 集 . 

注意 此 处 定义 的 有 界 性 是 一 纯 拓 扑 概念 (有 时 称 为 拓扑 有 界 ), 并 不 涉及 
任何 度量 概念 . 不 过 , 若 X 是 赋 范 空间 , 则 不 难 验证 A CX 有 界 今 A 范 数 有 
界 , 即 sup | > | < se. 

4.1.5 命 题 对 于 ACX, 以 下 条 件 互相 等 价 ， 

(i) A 是 有 界 集 ; 

(ii) 存在 由 平衡 集 组 成 的 局 部 子 基 8, YB € %, JjBE K, 使 AC 有; 

(iii) 若 (o CK,a, 一 0,{x} CA, 则 ar, > 0(n > 00); 

(iv) A 中 任何 序列 有 界 . 

证 名 (DD. (0 一 (iD 是 平凡 的 . 若 条 件 ( 刘 满足 , B; € 28 € K,AC 
BBi(l 志 i 之 ,B= 门 B;, 则 AC (max|p1)B. 这 表明 A 有 界 . 

(i) 壕 (iii), 设 A 有 界 . 任 给 平衡 0- 邻 域 V, 取 BE KK, 使 ACHBV, 则 当 n 
充分 大 时 Qjxr, € ap CV, 故 awr, 一 0. 

(iii) 之 (iv). 若 有 {x,) CA 无 界 , 则 有 平衡 0- 邻 域 V, YkE N, 有 x 蕊 
kV，, 因而 x 大 0, 条 件 (iii) 不 能 满足 . 

(iv) 之 (). 若 A 无 界 , 则 有 平衡 0- 邻 域 V, Yn E€ N, 3x E A\nV, 序列 
{7X,) 性 A 必 无 界 . 
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由 3.1.9G),4CX 全 有 界 意味 着 , 任 给 平衡 0 邻 域 ， 有 有 限 集 B 性 

X, 使 得 A CB 十 V.B 显然 有 界 , 故 有 8>1， 使 BCA, 于 是 
ACHBW+VCBV+Y), 

这 表明 A 有 界 . 因此 全 有 界 => 有 界 . 

以 下 命题 可 与 3. 1. 9 对 照 ， 

4.1.6 命 题 Gi) 若 ACCBCX,B 有 界 , 则 4 亦 有 界 . 

(0 车 A,B CX 有 和 界 , 则 AUB 与 4 十 B 有 界 . 

(ii) 车 ACX 有 界 , 则 A 有 界 . 

(iv) 着 ACCX 有 界 , TE L(X,Y), 则 TA 有 界 . 

(vy) 若 针 是 LCS, ACc X 有 界 , 则 co A 与 abco A 有 界 . 

荷 将 “有 界 " 换 成 “全 有 界 ”, 则 以 上 结论 仍然 成 立 . 

证 对 于 有 界 集 的 情况 ,证 明 是 直接 的 ,不 子 考 虑 . 

对 于 全 有 界 集 的 情况 , (iD 一 (iv) 已 包含 于 3.1.9(4,B 全 有 界 A 十 B 全 
有 界 是 明显 的 ), 现在 考虑 (v). 设 X 是 LCS, A CX 全 有 界 ， V 是 绝对 凸 的 0- 
邻 域 (参看 下 面 的 4. 1. 10). 取 有 限 集 也 CC X， 使 ACB+V,C=abcoB 是 有 
限 维 空间 中 的 有 界 闭 集 , 必 全 有 界 , 故 有 有 限 集 DC X， 使 得 CCD+V. 于 是 

abco ACC+VCD+V+V, 

这 表明 abco A 全 有 界 . 口 

4.1.7 命 题 设 A,BCX. 

(GD 若 4,B 是 紧 集 (相对 紧 集 ), 则 A 十 B 是 紧 集 ( 相 对 紧 集 ). 

(ii) 若 A 是 紧 集 , B 是 闭 集 , 则 A 十 B 是 闭 集 . 

(iii) 车 4 是 紧 集 , B 是 闭 集 , A 站 B = 名, 则 有 0- 邻 域 V， 使 得 

(4+V NN (BTV)= , 

其 中 V 可 取 于 任何 给 定 的 局 部 基 中 . 

(iv) 着 X 是 完备 LCS, 4 是 紧 集 , 则 可 亏 是 紧 集 . 当 dimX<co 时 coA 
是 紧 集 . 

(v) 设 X 是 LCS, 4 ,A,,…,A, CX 是 凸 (或 绝对 凸 ) 紧 集 , 则 co(U A,) 
(或 abco(U A;) ) 是 紧 集 . 

证 《iD 利用 A+B= pg(AXB),glryy) 一 十 y 

GD 若 zE A 十 B, 则 有 网 (x) CA4,ty) CCB, 使 得 x 十 y, > 因 A 
为 紧 集 , 不 妨 设 x 一 € A, 因而 yy 一 y= 二 zz 一 +€B. 于 是 z= 二 + 十 y€E A 
十 B,A 十 B 是 闭 集 . 

《ii) 者 结论 不 真 , 则 对 每 个 0- 邻 域 V, 存在 aE A,b. € Bry'y, EV, 
使 得 


a = €E (AFD NN B+VY. 
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因 A 为 紧 集 ,不 妨 设 ac ->a€ A, 而 x -*0,y. 一 0， 于 是 5. 一 a€E ANMB, 
得 出 了 矛盾. 
(iv) co A 全 有 界 ( 用 4. 1. 6), 因 而 co A 完备 且 全 有 界 ( 依 3. 1.7 与 
3. 1. 9) , 故 为 紧 集 (用 3.1.11). 若 dim XX 二 0c, 则 不 妨 设 久 = R", 于 是 每 个 
z Eco A 必 有 可 表 为 A 中 ?十 1 个 点 的 凸 组 合 . 令 
S= {1= (0 1)t 2 0, d= 1), 


(a RR 9 ) 一 Dr. 
则 pg :Sx A”' 一 R" 是 连续 映射 ,因而 co A 二 pg(S Xx A”') 是 紧 集 . 
(Vv) 只 考虑 A (1 志 i 之 n) 为 凸 紧 集 的 情况 . 为 简单 起 见 ,不 妨 设 nn 二 2. 
每 个 x € coCA| UU A;) 可 表 成 
二 Dy; 十 2 Bz 9 
其 中 Vi € Al * 之 ) 和 4， ‘Qi > 一 1. 邻 a 二 Da..B= >78， 
可 设 a.8 汪 0(a = 0 或 8 = 0 的 情况 更 易 处 理 ), 则 


于 wy>， 全 yi +B2, bs, 所 aA， 十 BA;. 


这 就 表明 co(A U A;) = p(X A x A;), 此 处 
PCayyz) 一 ay 十 (1 一 a)z， 

j 一 [0,1]. 于 是 由 定理 2. 2. 3 推出 co(4A,U 4: ) 为 紧 集 . 

4.1.8 定 义 若 ACX 满 足 span 4A 一 X, 则 称 A 为 X 的 基本 集 . 

向 量 空间 的 基 与 拓扑 空间 中 的 稠密 子 集 有 何 作用 ,这 是 熟知 的 ,而 基本 集 
则 兼 有 这 两 者 的 作用 . 简单 说 来 ,基本 集 的 价值 在 于 :对 于 TVS 所 希望 建立 的 
某 个 结论 ,通常 可 首先 在 某 个 基本 集 上 获得 (基本 集 往往 “ 较 小 ” 且 由 特别 选 定 
的 元 素 组 成 ,因而 较 易 达 到 目的 ) ,然后 通过 一 个 线性 扩张 与 极限 过 程 ,就 可 将 
所 得 结论 推广 到 全 空间 . 适当 地 利用 基本 集 的 作用 ,是 TVS 理论 中 最 基本 的 
技巧 之 一 . 

关于 基本 集 的 以 下 结论 是 十 分 明显 的 . 

4. 1.9 命 题 (i) 若 ACCX 是 基本 集 , ACBCYX, 则 B 是 基本 集 , 特 别 ， 
A 与 span A 是 基本 集 . 

(ii) 车 ACCX 是 基本 集 , T,SEL(X,Y),T1A==S|1A, 则 T=S. 

Giii) X 可 分 会 X 有 可 数 的 基本 集 . 

(iv) 若 ACX 是 基本 集 , 则 A 有 线性 无 关子 集 B, 使 得 B 仍 为 X 的 基本 
集 . B 线性 无 关 意 昧 着 它 的 任何 有 限 子 集 线 性 无 关 . 
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C. 局 部 凸 空间 


在 》1.4D 中 ,我 们 已 将 局 部 凸 空间 (LCS) 定 义 为 有 凸 局 部 基 的 TVS. 现 
在 进一步 展开 LCS 的 某 些 基 本 人 性质, 更 深入 的 内 容 将 在 84.3 9 8 4.4 中 处 
理 . 首先 ,关于 LCS 的 局 部 基 , 可 将 命题 4. 1. 2 加 强 为 如 下 命 

4.1.10 命题 设 X 为 LCS, 则 其 中 以 下 集 族 缘 局 站 

(i) 绝对 凸 0- 邻 域 之 全 体 ; 

(Cii) 闭 ( 或 开 ) 凸 0- 邻 域 之 全 体 ; 

(iii) 闭 (或 开 ) 绝 对 凸 0- 邻 域 之 全 体 . 

证 仅 证 (iD，(iy) 与 (证 ) 可 类 似 地 推出 . 任 给 凸 0- 邻 域 V, 令 U 
三 门 。-1aV, 则 U 是 凸 集 且 UCYV. 取 平衡 0- 邻 域 ACV, 则 ACU, 故 U 是 
0- 邻 域 . 车 0 二 | 8 | 过 1, 则 

BU = 人 |8laVC Nn aV =U, 
其 中 用 到 0 € aV 及 aV 为 西 集 故 吕 是 绝对 本 0- 邻 域 . 

还 可 以 指出 ,处 理 LCS 中 的 问题 仅 使 用 形 如 A 十 A 的 0 邻 域 也 是 充分 
的 ,其 中 A 是 凸 0- 邻 域 (或 闭 凸 0- 邻 域 ,或 绝对 凸 0- 邻 域 ). 

从 方法 上 考虑 ,对 LCS 我 们 已 不 满足 于 仅 使 用 局 部 基 了 . 在 8 1.4D 中 已 
提 到 用 一 族 半 范 可 刻画 LCS, 现在 来 完全 解决 这 一 问题 . 首先 给 出 一 些 预备 
概念 . 给 定 函 数 f:X 一 R, 若 f 满足 条 件 

flirt fifey) (Cr,y € X), (7) 
则 称 /为 次 可 加 泛 函 ;车 f 满足 条 件 

flar)=|lal f(x) (a€ K,r € XX), 
则 说 /是 齐 次 的 ; 当 齐 次 性 限于 对 a 宇 0 满足 时 说 f 是正 齐 次 的 ; 若 满足 条 
件 


f(Drtiy) -Df + fy), (8) 
其 中 + € (0,1),x,y EX, 则 称 f 为 凸 泛 函 . 正 齐 次 ,次 可 加 泛 函 称 为 次 线性 
泛 函 ; 齐 次 .次 可 加 泛 函 就 是 半 范 ( 见 1. 4. 9). 半 范 必然 是 非 负 次 线性 泛 函 ,而 
次 线性 泛 函 必 为 凸 江 函 .Vx,y € X, 有 
f(r—y)V 7 一 z)， 若 次 线性 ; 

(ADT YW IS ey, 若是 半 范 。 “2 

由 (9) 推 出 :次 线性 泛 函 /连续 Sf 在 x = 0 连续. 

任 给 A CX, 称 

ua(7) A inf > 0:7 €E AA) (10) 
为 集 A 的 Minkowski 泛 函 . 若 六 UsohA，, 则 称 A 为 吸收 集 . 当 A 是 吸收 集 
时 jy 是 X 上 的 非 负 有 限 函数 . Minkowski 泛 函 是 一 个 看 来 简单 但 很 有 效 的 
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工具 ,被 应 用 于 多 种 性 质 上 很 不 相同 的 问题 . 自然 , 强烈 地 依赖 于 集 A 的 性 
质 . 以 下 是 一 个 基本 的 结论 . 
4.1.11 引 理 设 ACX 是 凸 吸收 集 且 0 € 4, 则 Minkowski 泛 函 A 是 
次 线性 泛 函 , 它 满足 
{pa <l}CACt{m 1). (11) 
Am 连续 全 4 是 X 的 0- 邻 域 . 当 j 连续 时 式 (11) 两 端 分 别 为 A 与 A. 车 A 是 
绝对 凸 集 , 则 jy。 是 半 范 . 
证 ”js 显然 是 正 齐 次 的 . 若 w,8>0,rEa4,yE84, 则 
rty€ (tp + 入 jc (ae 十 DA， 
这 推出 ja(x 十 y) 委 c 十 & 令 > ua 一 La ,8 一 AiCy) 得 出 次 可 加 性 , 故 A 是 
次 线性 泛 函 . 若 x(z) 二 1, 则 3X4E€ (0 ,使 zxE)4 ,于 是 
zzE(1 一 人)0 十 14 CA4. 
这 表明 {jy 二 1} CA. 显然 AC fp 委 1) 故 (11) 成 立 . 
车 ya 连续 , 则 {jy 过 1) 是 开 的 0- 邻 域 ,于 是 由 (11) 推 出 A 为 0- 邻 域 , 且 
不 难 验证 
4 一 (人 二 1)， A= {jy 1). 
有 反之, 若 A 是 0- 邻 域 , 则 由 eA CC {pa 过 e}(Ve 守 0, 用 (11)) 推 出 jw 在 r+ 二 0 
连续 ,从 而 处 处 连续 . 
若 A 是 绝对 凸 集 , 则 ar EA 针 |a|xr€EiA(a,XE€K,rE€X), 由 此 易 
验证 ws 是 齐 次 的 ,因而 为 半 范 . 口 
任 给 X 上 的 一 族 半 范 尸 , 约定 (对 照 $ 1.4(12)) 
B= (Br:pEPr>0)， 
B, = {rE€ Xp(x) < r}. 


(12) 


显然 Br 是 绝对 凸 集 , 
以 下 就 是 我 们 所 期 待 的 基本 结果 , 它 可 与 3. 1. 4,3. 3. 12 这 一 类 的 结 


4. 1. 12 定理 (i) 设 X 是 K 上 的 向 量 空间 , 已 是 X 上 的 一 个 分 离 点 的 半 
范 族 , 则 以 %( 依 (12)) 为 局 部 子 基 生 成 XxX 上 的 一 个 向 量 拓扑 t,(X,r) 是 
1LCS, 且 每 个 p € P 在 (X,r) 上 连续 . 

Gi) 若 X 是 一 个 LCS, PP 是 X 上 的 连续 半 范 之 全 体 , 则 了 ( 依 (12)) 是 X 
的 一 个 局 部 基 . 

注 ”了 分 离 点 意味 着 + 关 0 二 jp€ P:p(x)0. 

证 (i) 直接 看 出 :3* 满足 定理 4. 1. 1 中 条 件 (i) ,GD),(iv),(v). 由 

BTTBvCB (CeEPr>0) 
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推出 4. 1. 1 中 条 件 (ii) 亦 满足 . 因此 ,分 ' 是 X 上 某 个 向 量 拓扑 r 的 局 部 基 . 因 
B， 皆 为 凸 集 , 故 (X,r) 是 LCS,， Vp E P, 直接 看 出 pp 在 x = 0 连续 ,因而 处 
处 连续 . 
(iD 任 给 X 的 绝对 凸 0- 邻 域 A,p 会 ya 是 XX 上 的 连续 半 范 (用 引 理 
4.1.11), 且 BCA( 依 (11)). 这 显然 得 出 所 要 结论 . 
定理 4.1.12(i) 中 的 P 称 为 X 的 一 个 生成 半 范 族 , 当 .3( 依 (12)) 是 局 部 
基 时 称 已 为 基本 半 范 族 . 鉴于 已 有 定理 4. 1. 12 ,今后 涉及 某 个 LCS 时 ,不 妨 
总 假定 已 给 出 它 的 某 个 生成 半 范 族 { 外。 | 6E 了 ,必要 时 可 假定 它 是 基本 
半 范 族 . 生成 半 范 族 {上 ，| ;:i € 了 成 为 基本 半 范 族 的 一 个 充分 条 件 是 
Vij E13kED 使 x);V lxlj< lzrll: (VrE€ X). (13) 
若 可 数 生成 半 范 族 {| ， 1) 对 iE€ N 单调 增 , 则 它 自动 地 满足 条 件 (13), 因 
而 是 基本 半 范 族 . 一 些 典 型 的 函数 空间 中 自然 地 定义 的 半 范 族 即 属 以 上 情形 
(参看 8$ 4. 6). 任何 可 数 半 范 族 { 上， ;) 总 可 以 改造 为 一 个 单调 族 ,只 要 令 
zx “= max| zl, (rE X,iE€N), (14) 
然后 以 {中 和 代替 1 。 1》 更 一 般 地 , XX 的 任 一 生成 半 范 族 P 可 依 以 
下 方式 改造 成 一 个 基本 半 范 族 :对 任何 pi ,ps，…,p,E P, 令 Pp 一 max pi, 然 
后 将 所 有 如 此 定义 的 p 加 进 P. 
利用 生成 半 范 族 (1，13zeE 了 1),X 中 的 LCS 结构 可 得 到 更 直观 的 刻 
画 . 例如 ,对 于 网 {x,) 己 X,x € X, 有 


X70SOlzrl;—>0 (ViE DD); (15) 
{zx} 是 Cauchy 网 的 充 要 条 件 是 (对 照 (3)) 
limllzx—zl;=0 (YiE€ED; (16) 
ACX 有 界 的 充 要 条 件 是 (参考 4.1.4 与 4.1.5) 
supl rl;< (YiE DD. (17) 
注意 每 个 半 范 上 ,中 自然 地 定义 一 个 伪 度 量 
CCzyy) 一 | TY | i 


因而 X 的 生成 半 范 族 (  。 | ;:i€ 了 对 应 一 个 伪 度 量 族 {di;) , 后 者 生成 X 
上 的 一 致 结构 (参考 3. 1. 4 与 3. 3. 12). 进一步 的 问题 是 :在 什么 条 件 下 X 是 
可 度量 化 的 ? 下 面 就 来 解决 这 一 问题 . 


D. 可 度量 化 TVS 


若 X 有 可 数 局 部 基 , 则 其 相 容 一 致 结构 亦 有 可 数 基 ,因而 可 度量 化 ( 依 
3. 3. 11) ,这 已 启示 出 以 下 定理 的 主要 结论 . 
4. 1. 13 定理 ”对 于 TVS X, 以 下 条 件 互 相等 价 : 
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(i) X 是 可 度量 化 的 ; 
(ii) X 有 可 数 局 部 基 ( 或 子 基 ) ; 
(ii) X 是 可 赋 准 范 空间 ; 
(iv) X 中 的 拓扑 t 可 由 一 个 平移 不 变 度 量 d 生成 . 
证 ”直接 看 出 Gi)=>(iv) 二 (1) 过 (0) (参考 §1.4E), 只 要 证 (1) 过 (Gii). 
设 1B,) 是 XX 的 可 数 局 部 基 , 下 面 由 1B,}) 决定 一 个 准 范 数 | .| , 其 构 
成 方法 与 3. 3. 11 中 度量 4 的 定义 有 某 种 类 似 . 可 设 B, 是 平衡 集 目 B, 十 B, 性 
Bi1( Yn 之 1). 任 给 二 进位 小 数 > 王 0. 广 产 …m E (0,1) ,其 中 六 一 0 或 1 且 
六 一 1, 和 定义 
A, = S18B,, A! 一 Xi 
zl =inffr.r€EA, (CrEX). (18) 
显然 lal 志 1Darl 志 jrl,lrl =0=7rENB,>x=0,1|0| = 
0. 对 二 进位 小 数 的 位 数 用 归纳 法 可 证 (技术 性 细节 可 参看 [18,p. 19]) 
A,+ A, CA,,. 
用 此 可 推出 x 十 y| 达 xz] 十 上 y| (x,y EXX). 因此 | .| 满足 1. 4. 10 
中 的 条 件 (D) 一 (ii). 为 说 明 | 。| 是 生成 XX 中 原 拓扑 的 准 范 数 ,只 要 说 明 对 
任何 序列 {zi} CXX, 有 x 一 0 局 zx 一 0. 今 
V,= {rE€ X:| rl < 7), 
则 问题 归于 证 
{ 甩 ,FTV | (1B (19) 
设 r 王 0.0%0reeeeriopiors 二 二 1,1 才 上 n, 当 i 关 kn 时 +r; 一 0 或 
1, 则 由 VV, ,A, 的 定义 及 对 {B,) 的 设 定 可 验证 :; 
B, CV,C Be. 
由 此 推出 (19) ,因而 定理 得 证 . 
若 X 是 LCS, 则 由 定理 4. 1. 13 直接 推出 : X 是 可 度量 化 的 后 X 中 的 拓 
扑 由 一 可 数 半 范 族 ! 外 ， |: € N} 生成 . 在 这 种 情况 下 ,与 X 中 拓扑 相 容 的 
准 范 数 可 取 为 


lz = O27ilzxl;Al) CeX)， (20) 


注意 依 准 范 数 (20) 空 间 X 竟然 是 有 界 的 ! 由 此 可 见 , X 中 的 拓扑 有 界 与 “ 淮 
范 数 有 界 ” 并 不 一 致 ,尽管 度量 d(x,y) = | xz 一 y| 后 成 六 中 的 一 致 结构 与 
拓扑 . 

用 准 范 数 刻画 可 度量 化 TVS 中 的 拓扑 ,固然 有 其 简洁 的 好 处 ,但 亦 有 
些 明显 的 缺陷 . 准 范 数 的 主要 缺陷 是 其 缺少 齐 次 性 ,这 一 缺陷 有 时 可 从 以 下 命 
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题 得 到 某 种 弥补 . 
4. 1. 14 命题 设 (X, | ， | ) 是 赋 准 范 空间 , 则 
| az 过 nlx (ENzGcGX)， (21) 
当 x 一 0 时 存在 a, 一 co， 使 ar; -> 0(n -> cc)， 
证 ”不等式 (21) 从 三 角 不 等 式 推出 . 若 r 一 0, 则 有 ni 过 ns 二 …, 使 得 
| Sh CVnm 人 EN). nn nH 邻 @ 一 AGEN), 则 


| QTn | < | Xn | <CR (ng NN, 
这 推出 azx, 一 0(n -> co)， 器 
准 范 数 缺少 齐 次 性 还 使 得 依 准 范 数 的 球 B, = {x : | zl 二 7) 不 必 是 四 


集 , 兴 不 一 定 ( 依 4.1.4) 有 界 . 此 才 是 极 不 方便 的 只 有 赋 范 空间 才 可 以 避 
免 这 些 缺 陷 . 


E， 具 特殊 0- 邻 域 的 TVS 


如 我 们 已 看 到 的 ,是 否 具有 良好 性 质 的 0- 邻 域 ,对 于 TVS 的 研究 关系 极 
大 . 就 一 般 TVS 而 言 ,除了 假定 所 用 0- 邻 域 是 闭 的 或 是 平衡 集 之 外 ,无 法 提 
出 进一步 的 要 求 . 对 于 LCS, 可 以 使 用 绝对 凸 的 0- 邻 域 . 至 于 有 界 或 紧 0- 邻 域 
的 出 现 , 则 是 极 不 寻常 的 事 . 现在 就 来 考虑 这 类 特殊 的 空间 . 

首先 考虑 所 谓 局 部 有 界 空间 , 即 有 有 界 0- 邻 域 的 TVS, 若 U 是 X 的 一 个 
有 界 0- 邻 域 , 0 关 a E K,a, 一 0, 则 对 任何 平衡 0- 邻 域 VC X, 当 充分 大 
时 有 a,U CV. 这 表明 {a,U) 是 XX 的 局 部 基 . 因此 ,局 部 有 界 空 s 间 是 可 度量 化 
的 ,因而 是 可 赋 准 范 空间 ( 依 4. 1. 13). 下 面 进而 指明 ,局 部 有 界 空间 可 用 某 圳 
拟 范 数 来 描述 . 

4.1.15 定理 设 X 是 K 上 的 向 量 空间 ,在 关上 定义 了 一 个 如 下 的 拟 范 
数 | .| :X-~R，, 它 满足 以 下 条 件 ， 

() lar) =lal zl 

(Gi) zx 二 +y| 委 &Czl 二 yl 是 正常 数 ; 

Ciii) 上 xj] 0Or=0(MEF zr,y EE XaE K), 
则 以 1B, = {xz EX: zl 过 nr):r>0) 为 局 部 基 生成 X 上 一 向 量 拓扑 r, 称 
为 由 拟 范 ‖，。 | 生成 的 拓扑 ,使 得 (XX,z) 为 局 部 有 界 空间 . 反之 , 若 X 是 局 部 
有 界 空间 , 则 其 拓扑 必 可 由 某 个 拟 范 生成 . 

证 不 难 直接 验证 {B,.:r > 0} 满足 定理 4. 1. 1 中 条 件 (D 一 (v) ,因而 是 
某 个 向 量 拓扑 + 的 局 部 基 , 由 Bi = 一 BCr>>0) 知 B 关 于 r 有 界 ,因而 (X， 
r) 是 局 部 有 界 TVS,. 

反之 , 设 X 是 任 一 局 部 有 界 空 间 , 取 X 的 一 个 有 界 平 衡 0- 邻 域 U， 以 
| .| 记忆 的 Minkowski 泛 函 , 今 证 上 ,| 是 拟 范 且 生成 X 上 的 拓扑 . .| 
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显然 满足 条 件 (D). 若 x1 ==0, 则 有 XY0, 使 得 x€ 30, 即 有 x, EC, 使 


得 x 二 Xr, 一 0( 用 4.1.5Gii)), 故 x 二 0. 这 表明 | ，| 满足 拟 范 的 条 件 
(iii). 因 UU 十 U 有 界 , 故 有 > 0, 使 得 U 十 U CC kU. Yrx,y EE X, 有 
Nxt yl = infatp:A n> 0,7 €E AU,y EU 


之 inf{A 二 Tp:Ap>>0,7 二 +y € AU+pU)} 
之 inf(A+Tpy> 0:7+y €E kT U} 
二 "zx 二 yl， 
这 证 得 | 外 ,| 是 一 个 拟 范 . 利用 {n7'U}) 是 和 的 局 部 基 这 一 事实 , 易 见 在 X 中 
Xxe>0 人 他 Dx 一 00->o0), 可 见 外 .| 生成 X 的 拓扑 
4. 1.15 中 的 U 并 未 假定 为 凸 集 . 如 果 U 是 有 界 凸 0- 邻 域 ,就 可 得 出 更 强 
的 结论 ,这 正 是 下 面 要 考虑 的 . 
4. 1. 16 定理 (Kolmogoroff) 对 于 TVSX, 以 下 条 件 互相 等 价 ; 
(i) X 是 可 赋 范 空间 ; 
Qi) X 是 局 部 有 界 的 LCS; 
(iii) X 有 一 个 有 界 凸 的 0- 邻 域 . 
证 ”显然 信之 (iD 之 (ii), 今 证 (ii) 之 (GD. 设立 CCX 是 一 有 界 凸 0- 邻 域 . 
用 4.1. 10 之 证 (不 需 假 定 X 为 LCS) 得 出 , V 必 包 含 一 个 绝对 凸 0- 邻 域 U,U 


亦 有 界 ( 用 4.1.6). 设 | .| ==yu 依 (10), 则 .是 苹 上 的 半 范 ( 依 4.1. 
11), 且 由 (11) 推 出 
{rz < EUC{rlr| <r G00). (22) 


由 4.1.15, {rU;r 之 0) 是 X 的 局 部 基 . 于 是 由 (22) 推 出 | ，| 是 X 上 的 范 
数 ,是 其 范 数 拓扑 即 为 X 上 的 原 拓扑 . 

由 4.1, 16 推出 , 若 X 是 不 可 赋 范 的 LCS, 则 X 中 任何 0- 邻 域 都 是 无 界 的 . 

如 果 说 出 现 有 界 0- 邻 域 是 一 种 很 特殊 的 情况 ,那么 出 现 紧 0- 邻 域 就 更 非 
一 般 了 . 这 种 情况 原来 仅 出 现在 有 限 维 空间 中 . 

4.1. 17 定理 ”对 于 TVS X, 以 下 条 件 互相 等 价 ， 

() dim X=n< co 

Ci X 衬 K" (拓扑 辣 构 ), K” 中 用 通常 拓扑 ; 

(ii X 有 一 个 紧 0- 邻 域 ; 

(iv) X 是 LCH. 

证 (之 (GD. 取 X 的 一 组 基 { elyez，…yen)， 则 

T:K*—>X,A— (A, a 


显然 为 连续 线性 同 构 . 为 证 T 为 拓扑 同 构 ,只 要 证 TB 是 X 的 0- 邻 域 , BC K* 
是 财 单位 球 . 令 S= 9B, 则 TS 是 X 中 的 紧 集 且 0 E TS , 于 是 有 平衡 0- 邻 域 
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VCX, 使 VN 站 TS = 名 . 这 推出 VC TB (因而 TB 是 0- 邻 域 ) ,否则 有 > 王 
Th EV,|4| 之 1, 但 这 推出 
TQA/1X21)=x/lAl€EVNTIS! 
(GD 一 (ii) 一 (iv) 是 平凡 的 . 
(iv 一 (0., 设 X 是 LCH, 取 X 的 紧 0- 邻 域 w, 则 有 有 限 集 4CX, 使 得 V 
CA+2V. 令 Y=span4A, 则 VCY 二 2-V. 归纳 地 推出 
VCY+2™V (VnE€EN). 
因 {2™V) 是 X 的 局 部 基 ( 依 4. 1. 15) , 故 依 式 (2) 有 
VON YH) = Y=Y. 
这 推出 关 关 名 , 攻 必 Y= 二 (用 4.1.3(v)). 口 
由 4.1.17 推出 :有 限 维 TVS 必 完 备 , TVS 的 有 限 维 子 空间 必 为 财 子 空 
间 . 在 TVS 理论 中 ,这 些 事实 是 极其 基本 而 常用 的 . 


F. 积 空 间 与 商 空间 


设 X(i € 有) 是 K 上 的 一 族 TVS, XX 一 [] X;,P,:X -> X, 是 投影 , 则 有 


瞧 一 的 方式 将 X 定义 为 K 上 的 向 量 空间 ,使 投影 已 皆 为 线性 算 子 ( 参 考 
8 1.2C). X 上 的 积 折 扑 必 为 向 量 拓扑 ,因而 X 是 一 个 TVS. 若 有 是 X, 的 局 
部 子 基 , 则 3 会 UY Pi % 为 X 的 局 部 子 基 , 任 给 BE ,有 
{(x,y):y— rt € PB} 
={(x,y):;y; ~ 7: € B} 
=(P; X PNT, yi) :yO— rx € B}). 
这 与 (1) 及 8 3. 1(4) 对 照看 出 ,与 X 中 的 向 量 拓扑 相 容 的 一 致 结构 就 是 积 一 
致 结构 . 因此 , 若 每 个 X; 完备 , 则 X 亦 完 备 ( 依 3. 1.7), 若 为 是 X; 的 凸 局 部 
基 , 则 上 述 的 名 是 X 的 凸 局 部 子 基 . 因此 , 当 X;(i € 了 1) 皆 为 LCS 时 , X 亦 为 
LCS. 若 p;(，) 是 X 上 的 一 个 连续 半 范 , 则 
p(x) A pi(x) (r= (x) € X) 
是 X 上 的 连续 半 范 ,此 种 半 范 之 全 体 生 成 X 上 的 积 拓扑 . 若 X;(i € N) 是 可 
度量 化 的 TVS, 则 X 亦 为 可 度量 化 TVS. 
关于 商 空间 的 问题 要 复杂 些 ,但 仍 有 很 好 的 结 
4.1.18 定 理 设 X 是 TVS, A 是 X 的 闭 子 空 5 间 ， X/A 是 X 模 4 的 商 空 
商 ( 依 8 1.2D),，X/A 上 采用 由 投影 P;:XX-> X/A 定义 的 商 拓扑 ( 依 1. 5. 7)， 
则 有 以 下 结论 
(i) X/A 是 一 个 TVS, 且 己 是 连续 开 映 射 . 
(iD 已 将 X 的 局 部 基 上 映 为 X/A 的 局 部 基 . 
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(ii) 若 X 是 LCS( 或 局 部 有 界 的 .可 赋 准 范 的 .可 赋 范 的 ), 则 X/A 亦 然 . 

(iv) 若 X 是 Frechet 空间 (或 Banach 空间 ), 则 X/A 亦 然 . 

证 (i) 任 给 开 集 了 VC X, 因 PPV=V 十 A 是 开 集 , 故 PV 为 开 集 ( 依 
1. 5.7), 因 此 P 是 开 映 射 . 记 了 = Pr. 着 z,yE X,Y 关 3, 则 x 一 yEA, 于 
是 由 4.1.7Gii) 有 平衡 的 开 0- 邻 域 V, 使 得 

(人 一 y 十 V) 站 CA+V) = YY. 

用 此 不 难 验证 PCz 十 V) 与 PCy 十 V) 是 分 离 过 与 了 的 开 邻 域 . 故 商 拓扑 是 TS 
拓扑 ，Y x,y EE 站, 设 W 是 十 5 的 开 邻 域 , 则 PT"'W 是 x 十 y 的 开 邻 域 , 于 是 
有 的 开 邻 域 上 与 y 的 开 邻 域 V ,使 UVCP'W. 这 推出 PU 十 PVCW， 
PU 与 PV 分 别 为 2 与 3 的 开 邻 域 . 可 见 X/A 中 的 加 法 连续 . 同 理 可 证 X/A 
中 的 数 乘 运算 连续 , 故 X/A 为 TVS. 

由 卫 为 连续 开 映 射 得 出 (ii) (参考 1. 3. 16(i)),(iD) 结 合 4.1.3( 或 4.1.6) 
推出 Giii). 


(iv) 设 X 是 Fréchet 空间 , 上。 是 与 其 拓扑 相 容 的 准 范 数 . 定义 
zl =ad(x,A) = inf{f|y|;y € 2}, (23) 


则 易 验 证 | .| 满足 1.4. 10 之 条 件 () 一 (ii). 显然 | 二 | 二 +r 舍 jy€ 六 
使 | y| < ~, 这 意味 着 
Pl{r: rl r= (23) <r (Vr> 0), 
故 | 去 上 导出 XX/A 上 的 商 拓 扑 . 而 这 又 推出 | 六 | 为 准 范 数 . 其 次 ,着 | :| 
为 范 数 , 则 用 (23) 直 接 验证 3 上 亦 为 范 数 . 
任 给 处 /A 中 Cauchy 列 {Zz}, 可 取出 过 ns 过 …, 使 得 


上 RPR ， 一 过 | 2 
归纳 地 取出 y; € ,使 得 | yi 一 yi; 过 2(CVEEN). 显然 {yi} 是 X 的 
Cauchy 列 , 于 是 y; xx EE XX， 因而 站 二 TX,， 一 广 ， 政坛 _- >,X/A 是 完备 的 


口 


与 定理 4. 1. 8(iv) 不 同 , 一 般 完备 LCS 的 
4.1.19 定 义 设 XX(l 过 i 之 nn) 是 X 的 子 空 间 , X 一 的 ;X;. 
[I X;—>X (i Dr (24) 


为 拓扑 同 构 , 则 称 儿 ;X; 为 拓扑 直 和 和 . 

当 X = 人 由 区 是 拓扑 直 和 时 ,不 仅 作为 向 量 空间 和 与 【[ X; 不 必 区 别 , 作 
为 TVS 二 者 亦 不 必 区 别 . 

关于 拓扑 直 和 的 一 些 常用 结论 如 下 . 

4. 1. 20 命题 (iD 设 X 二 BYX;,P;:XX 一 X; 是 投影 , 则 名 Xi 是 拓扑 直 和 
OP,EL(X,X,)(l 过 in). 
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(ii) 若 X= 人 个 X 是 拓扑 直 和 , 则 X;, 是 X 的 闭 子 空间 . 

(iii) 车头 = A 人 龟 B 是 拓扑 直 和 , 则 X/A 之 B (拓扑 同 构 ). 

(iv) 着 外 二 A 田 B,A 是 X 的 闭 子 空 间 , dim BB 二, 则 AG 旬 B 是 拓扑 
直 和 . 

证 (i) 若 猴 X; 是 拓扑 直 和 , 则 已 显然 连续 ( 且 为 开 映 射 ). 反之 , 若 P， 
皆 连 续 , 以 丁 记 同 构 (24), 则 六 = (Pi) 连续 ( 依 1.5.6(ii)), 而 TT 显然 连续 ， 
故 了 为 拓扑 同 构 . 

(ii) 这 是 因为 X; 是 [| X; 的 闭 子 空间 。 

(ii) 设 P:A 旬 B 一 A,Q;A 外 BB 与 x:X->X/A 是 投影 , 则 

T,X/A— B,rr -> Qr 
是 同 胚 ( 依 1. 5. 8), 且 为 线性 同 构 ( 依 1. 2. 5) ,因此 是 拓扑 同 构 . 

(iv) 设 T,x,P,Q 的 意义 如 Giii) 之 证 . 因 工 是 线性 同 构 且 dim B 二 ce， 
故 工 连续 ,从 而 Q 二 了。 x 与 P 二 1 一 Q@ 连 续 ,于 是 由 已 证 的 人 ) 知 A 甸 B 是 
拓扑 直 和 . 

4. 1.21 定义 设 A 是 X 的 闭 子 空间 . 若 存 在 X 的 闭 子 空间 B, 使 得 X= 
A 人 DB, 则 称 A 为 X 的 可 余子 空间 . 当 dim 一 co 时 称 dimB 为 A 的 余 维 数 ， 
记 作 codim A， 

若 dim X 过 <e, 则 由 线性 代数 易 知 , X 的 任何 子 空间 是 可 余 的 . 若 X 是 
Hilbert 空间 , 则 由 正 交 分 解 定理 (5. 8. 5) 推 出 , X 的 任何 闭 子 空间 是 可 余 的 . 
在 其 他 情况 下 ,判定 X 的 一 个 闭 子 空间 是 否 可 余 是 一 个 有 意义 但 未 必 容 易 的 
问题 . 下 面 给 出 一 个 简单 结 

4.1.22 命题 设 A 是 X 的 闭 子 空 s 间 , n 会 dim(X/A) < 一 co, 则 4 是 可 余 
的 且 有 余 维 数 ”. 

证 设 P:X 一 X/A 是 投影 . 取 (x) CX, 使 得 (1Pzr 是 X/A 的 基 . 今 
B= span{xi}j,YxEX, 设 Pr 一 > wpPr，, 则 


一 Da EN(P)= A, 


因此 
一 (人 一 2 ) 十 Da 和 4 十 也 . 


和 EANMB, 则 Py = Dapz, 二 0, 因而 w 二 0. 这 就 证 得 X 
二 A 外 B. {x;) 必 线 性 无 关 , 故 codim A 二 dm B=n. 


\4.2 线性 算 子 


线性 算 子 作为 TVS 理论 的 主要 研究 对 象 ,其 重要 性 是 不 言 而 喻 的 . 不 过 ， 
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本 书 的 主要 兴趣 在 于 空间 结构 ,并 不 打算 涉及 线性 算 子 理论 的 深入 论题 . 本 六 
的 目的 是 介绍 关于 线性 算 子 的 几 个 基本 定理 ,这 些 结果 对 于 空间 结构 的 研究 
也 是 不 可 缺少 的 . 


A， 连续 线性 算 子 


设 X,Y 是 K 上 的 TVS. 若 线 性 算 子 T;:X ->Y 将 有 界 集 映 为 有 界 集 , 则 
称 工 为 有 界线 性 算 子 ,或 简称 为 有 界 算 子 . 这 一 概念 与 连续 线性 算 了 于 有 密切 

4.2.1 命 题 设 了 T:X-~ 了 是 线性 算 子 , 当 工 连续 时 必 为 有 界 算 子 . 若 X 
是 可 度量 化 的 , 则 其 道 亦 真 ,因此 L(X,Y) 就 是 从 X 到 站 的 有 界线 性 算 子 之 
全 体 ; 若 dm XX < co, 则 工 必 连 续 . 

证 命题 4.1.6(iv) 实 际 上 已 指明 了 TEL(X,Y) 是 有 界 算 子 . 其 次 设 X 
是 可 度量 化 的 . 若 荆 是 有 界 算 子 但 不 连续 , 则 有 序列 {x,) 己 X, 使 得 x ->0， 
而 Tx 0. 不妨 设 有 Y 的 平衡 0- 邻 域 V, 使 得 Tr, E VC(Yn EN). 取 a 一 
co 使 wzv 一 0( 依 4.1.14). 因 {T(a,x,)} 有 界 , 故 有 BEK 使 a,Tx, € BV,， 
因而 当 充分 大 时 有 Tx, € (8B/aw)V CV, 得 出 矛盾 . 其 余 结 论 是 明显 的 . 口 

若 和 与 了 是 LCS, 则 一 线性 算 子 了 T:X 一 Y 的 连续 性 可 通过 半 范 族 来 刻 
画 . 设 (| 外，|。 与 {| 。|} 分 别 为 X 的 基本 半 范 族 与 Y 的 生成 半 范 族 , 则 
利用 1. 3. 13(ii) 不 难 推出 , 工 连续 的 充 要 条 件 是 


VB, Ja, Jk>O,VrE X:| Trls Elz,. (1) 
特别 ,一 线性 泛 函 f: X -> K 连续 的 充 要 条 件 是 
Ja, 3k>O0,VrE X: | f(x) | 委 &| xz.,. (2) 
若 X,Y 是 赋 范 空间 , 则 线性 算 子 T:X 一 Y 连续 的 充 要 条 件 是 
| 开会 SuP， | Tz | < se， (3) 
称 | 工 | 为 下 ELCX,Y) 的 算 子 范 数 , 它 可 等 价 地 表 为 
[TI = svp Trl = supl Tr l/lzl 
=min{k 守 0: | Tr| kr (Vr EX)}, (3)" 
且 上 天目 委 liTIIzxl (Vr EX). (4) 


LC(X,Y) 依 算 子 范 数 是 一 个 赋 范 空间 , 当 Y 完备 时 L(X,Y) 是 Banach 空间 . 
为 了 在 X 上 定义 所 需要 的 连续 线性 算 子 ,通常 是 首先 在 X 的 某 个 稠 子 集 
或 基本 集 上 定义 算 子 T, 然后 将 它 线性 并 连续 地 扩张 到 全 空间 上 去 . 下 面 的 
扩张 定理 就 是 为 此 目的 而 设 . 
4.2.2 定理 (i) 设 X 与 Y 是 可 度量 化 TVS,Y 序列 完备 , D 是 X 的 笛 
密 子 空间 , TE LICD,Y), 则 工 有 唯一 的 扩张 T € L(X,Y). 
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(i) 设 X 与 也 是 赋 范 空间 ,了 完备 , A 是 X 的 基本 集 , 算 子 T:4 -> 了 满 
足 条 件 : 存 在 常数 8 > 0, 使 得 对 任 给 有 限 集 fw} CK 与 {z) CA 有 
| DaiTx, 过 
在 LD 使 介 171 < 
证 (DYVzEX, 取 (六 SP， 使 x -> 二 则 {Tx,) ey 
列 ,于 是 Tx, 一 y€EY. 若 另 有 让 } CD,x’ > xX, 则 对 fz,) = {ri sr ,rs, 
72，…}) 有 xx, 因而 
limTx, 一 limTz, 一 limTx,. 
可 见 y 与 {x ) 的 选择 无 关 ， 仅 决定 于 zz, 将 其 记 作 Tx. 这 就 得 到 算 子 荆 : X 
一 了 知春 了 是 线性 的 , 旦 是 工 的 扩张 . 分 别 取 X 与 了 的 可 数 局 
部 基 (U,} 与 {V,}, 可 设 二 者 缘 为 平衡 集 的 降 列 . 设 {x,) CX,zr >0， VnE€ 
N, 取 y, € DD， 信和 
yr XTX, EU,, T — Tr, € V,, 
则 由 zx, 一 0 推出 mw -> 0, 从 而 Ty, -> 0,Tr, -> 0. 这 表明 了 连续 . 
(iD 令 D= span A. 任 给 有 限 集 fa) CK,fz) CA, 令 zx= > or, 定 


(5) 


义 
Tz 一 DaiTxr. 
车 xz == 六 wzri 二 3az,, 则 由 条 件 (5) 有 
| 2 《as 一 coOTzri| | 2 一 oo 二 0， 


可 见 Tx 的 定义 与 表达 式 x 一 》) aix; 的 选择 无 关 . 由 (5) 也 看 出 TE LCD,Y) 


县 TH 志 B. 由 已 证 的 G), 醋 可 扩张 为 TE LOX,Y) VzeX, 取 fr， CC 
D, 使 xz, ~ xz， 则 


Tr = im Te, <limpl zl =Blzl, 
这 表明 | | 之 B 于 是 下 是 定理 所 要 求 的 扩张 
B， 开 映射 定理 


下 面 的 几 个 定理 都 要 用 到 第 二 纲 性 ,因而 大 都 要 用 到 某 种 完备 性 条 件 . 

4.2.3 开 映 射 定理 设 和 是 Frechet 空间 ,了 是 TVS, Te L(CXK,Y)， 
R(T) 是 第 二 纲 集 , 则 ”是 天 映射 RCT) 一 Y, 且 Y 亦 为 Fréchet 空间 . 

证 不 妨 设 XX 中 已 赋 准 范 i， |， 二 (7€ XXX: x < 为 证 工 
为 开 映 射 ,只 要 证 Vr 之 0,TB， 是 的 0 坟 3.14(iv)). 因 R(T) 是 
第 二 纲 集 , 且 
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R(T) = T(UnB,) =U nTB,, 


故 TB, 必 非 玻 集 . 因此 有 了 的 平衡 0- 邻 域 V, 与 5 EY, 使 得 6 十 V, CTB 于 
是 


V, CTB,— 1TB,C TB,. (6) 
只 要 证 TB,; CCTB, (这 结合 (6) 将 有 Vi 性 TB,, 因而 TB， 是 Y 的 0- 邻 域 ). 
取 定 y€ TB 必 有 xz E Bo 使 Tri Ey 十 Vs， 于 是 
y— Tr 有 Vs CC TTB, (用 (6)). 
重复 以 上 论证 ,得 出 序列 {x,}, 使 得 


XEBr, yo Tr,€ TTB. (7) 
i=1 


由 (7) 推 出 + 会 2), x,€ B,. 因 当 n 一 oo 时 了 TB, 最 终 包含 于 Y 的 任何 闭 
0- 邻 域 , 故 由 (7) 得 出 y 一 2) "zi > 0(n 一 00), 因而 y 二 Tx € TB,. 故 得 


TB. C TB,,T 为 开 上 映射 得 证 . 

由 RCT) 是 Y 的 开 子 空间 得 R(T) = Y (用 4. 1.3), 故 本 为 满 射 . 结合 
1.2.5 与 1.5.8 得 出 Y 实 X/N(T) (拓扑 同 构 ), 然 后 用 4. 1. 18 推出 了 为 
Fréchet 空间 . 

开 映 射 定理 是 一 个 异常 深刻 的 结果 , 它 有 许多 极 有 价值 的 应 用 . 首先 , 几 
平 直 接 从 开 映 射 定理 推出 以 下 更 便于 应 用 的 结论 : 

4.2.4 推论 设 X 与 了 是 Frechet 空间 , TE€ L(X,Y). 

《iD (狭义 开 映射 定理 ) 若 工 是 满 射 , 则 工 是 开 映射 , :XX-> R(T) 是 开 映 
射 舍 R(T) 是 闭 的 . 

(ii)( 逆 算 子 定理 ) 车工 是 双 射 , 则 首 算 子 六 必 连 续 ,从 而 工 为 拓扑 同 
构 ， 

(ii) 若 习 上 的 拓扑 z* 与 ri 均 使 X 为 Frechet 空间 且 tC 性 a; 则 t= 二. 

(iv) 若 守 二 A 田 B 且 A 与 B 是 X 的 闭 子 空间 , 则 A 全 B 是 拓扑 直 和 . 

回忆 一 下 在 2. 2. 4( 让 中 我 们 已 得 到 ;车 XX 是 紧 拓 扑 空间 , Y 是 T; 空间 ， 
F;X 一 Y 是 连续 双 射 , 则 下 必 为 同 胚 ,因而 XX 与 Y 同 为 紧 T; 空间 . 这 与 道 算 
子 定理 对 照 表 明 ,4. 2. 4 中 空间 的 完备 性 所 起 的 作用 类 似 于 紧 性 在 2. 2. 4(ii) 
中 所 起 的 作用 : T (或 下 ) 单 方 连续 与 X 完备 (或 紧 ) 相 结合 , 列 涵 了 逆 映 射 的 
连续 性 . 

4. 2. 5. 闭 图 像 定 理 设 XX 与 Y 是 Fréchet 空间 , T:X ->Y 是 一 线性 算 
子 , 它 有 闭 的 图 像 G = ((x,Tr):;x € 义 }, 则 工 连 续 . 

证 积 空 间 Z 二 XXY 是 可 度量 化 的 完备 TVS, 因 而 是 Fréchet 空间 ,其 


"” 10， 第 4 章 拓扑 向 量 空间 


闭 子 空 间 G 亦 为 Fréchet 空间 . 因 投 影 

P:.G— X,(rx,Tr) -> 
显然 为 连续 线性 同 构 , 故 P"' 连续 (用 4.2.4( 让 )), 以 Q 记 投影 XXY 一 Y, 则 
T= QP7'，, 故 工 连续 . 


C. 一 致 有 界 原理 


设 丰 CCLCX,Y). 经 常 需要 回答 的 问题 是 : TE 下 是 否 “一 致 地 ”连续 或 

有 界 ? 这 涉及 到 集 
F(A) =U (TA:.TEF,) (8) 
的 性 质 , 此 处 4 取 X 中 的 一 定子 集 . 

4.2.6 定 义 设 FCLCX,Y). 若 4ACX,F(CA) 在 了 中 有 界 , 则 说 下 在 A 
上 一 致 有 界 ; 若 下 在 每 个 有 界 集 A CX 上 一 致 有 界 , 则 说 下 一 致 有 界 . 若 对 任 
给 0- 邻 域 V CY, 有 0- 邻 域 U CX, 使 得 F(U) CV, 则 说 下 等 度 连续 . 

关于 以 上 概念 的 一 些 简 单 结论 如 下 : 

4. 2.7 命题 对 下 和 LIX,Y) 给 出 以 下 条 件 ， 

GD) 下 在 X 的 某 个 0- 邻 域 上 一 致 有 界 ; 

Gii) 下 等 度 连续 ，; 

Giii) 下 一 致 有 界 ， 

则 (人 (iD 之 (ii). 当 Y 是 局 部 有 界 空间 时 i) 时 (ii) , 当 X 可 度量 化 且 Y 是 局 
部 有 界 时 (全 (全 (ii), 当 X 与 了 缘 为 赋 范 空间 时 

(CD 全 (iD 人 (iii 人 sup | TI < ec， 
特别 ,对 于 CX = 上 L(X,K) 有 () 久 (i) 二 (iii), 当 XX 可 度量 化 时 (名 
(DOGD, 当 XX 是 赋 范 空间 时 

DODOGDSO sup fl < 

证 (DC 一 (ii) 是 平凡 的 . 

若 了 有 有 界 0- 邻 域 V ,下 等 度 连续 , 取 0- 邻 域 UCX, 使 FC(U)CV, 则 下 
在 口上 一 致 有 界 . 

其 次 设 X 可 度量 化 ,了 局 部 有 界 , 下 一 致 有 界 , 今 证 下 在 某 个 0- 邻 域 上 一 
致 有 界 . 取 X 的 局 部 基 {U,}, 可 设 其 为 降 列 . 取 Y 的 平衡 且 有 界 的 0- 邻 域 V， 
必 有 某 个 FCU,) 有 界 ,否则 ,Yn € N, 有 F(U,) nV, 这 推出 存在 zx, € U,， 
使 F(x,) CnV(YVnE NN). 另 一 方面 , 因 显然 zx 0, 故 4= {x,) 是 有 界 集 ， 
因而 下 (A) 有 界 , 于 是 有 BEK 使 FCA) CBV. 这 推出 当 n 充分 大 时 F(x,) CC 
BV CnV, 得 出 矛盾 . 

余下 的 结论 是 明显 的 . 口 
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4. 2.7 只 是 指明 了 条 件 (D 一 (ii) 之 间 的 相互 关系 ,但 这 些 条 件 中 任何 一 

条 一 般 都 是 难以 验证 的 ,而 验证 

Fl(r)= (Tr:T EF) (9) 
有 界 , 则 通常 要 容易 些 . 所 谓 一 至 有 界定 理 , 就 是 在 一 定 条 件 下 从 F(x) 有 界 
推出 下 一 致 有 界 . 现在 就 给 出 一 个 这 样 的 结果 . 

4. 2. 8 一致 有 界 原理 设 FCLOX,Y),DCX,YVzED,FGCr (记号 依 
(9)) 有 界 . 

(iD 若 卫 是 第 二 纲 集 , 则 忆 等 度 连 续 , 从 而 一 致 有 界 . 

(iD 若 卫 为 紧 凸 集 , 则 下 在 D 上 一 致 有 界 . 

证 取 Y 的 闭 平衡 0- 邻 域 V, 令 A= 门 {TI'V:TE 下, 则 ACX 是 闭 
集 , DCUrYnA. 

(i) 若 品 是 第 二 纲 集 , 则 必 有 xz EA, 于 是 U 会 A 一 + 是 0- 邻 域 . YT E 
下 , 有 

TU= TA—TrCViyV, 
因而 FCU) CV 十 V. 这 表明 下 等 度 连续 . 

(iD 车 为 紧 凸 集 , 则 它 作为 X 的 拓扑 子 空间 是 Baire 空间 ( 依 定理 
3.2.6). 因 DD=UYCD 人 站 nA4), 故 有 某 个 DN nA 在 D 中 有 内 点 . 取 平衡 0- 邻 
域 UCX,xzED, 使 DN (x 十 U) CnA. 因 D 有 界 , 故 有 B 放 1, 使 D 一 x 
CBU. 于 是 

一 所 (1 一 FrD)z 十 BID 一 (8 一 Dzx 
CHpDmCr+U)] 一 (8 一 DA (用 也 凸 ) 
CpnA— (Bo DnA; 

F(D) CBnV— (8— DnVCBn(V+iV), 
这 表明 FCD) 有 界 , 如 所 要 证 . 

一 致 有 界 原 理 经 常 在 如 下 较 特殊 的 形式 下 使 用 . 

4. 2.9 推论 设 FCLCX,Y). 若 X 是 Frechet 空间 , Vx EXX,F(7) 有 
界 , 则 下 等 度 连续 . 若 X 是 Banach 空间 , 了 是 赋 范 空间 , sup 1TH = oo; 则 


(zsupl Tz 1 一 =) 是 XX 中 的 剩余 集 ,因而 是 第 二 网 集 与 稠 集 . 


一 致 有 界 原理 首先 用 于 算 子 序列 的 收敛 性 问题 . 
4.2. 10 定理 设 (T,) CL(X,Y)， 


A= {z EX:Tyr = limT,r 存在 ). 
(i) 若 A 二 XX,X 是 Fréchet 空间 , 则 TE LC(X,Y). 
(i) 车 A 是 第 二 纲 集 , Y 是 完备 TVS, 则 TE€ L(X,Y). 
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(iii) 大 XY 是 Banach 空 5 间 , sup 1 站 <ce ,4 是 X 的 基本 集 , 则 TE 
L(X,Y), 且 
| TI <limlT,|. (10) 
证 Gi) 由 4.2.9,{T,) 等 度 连续 . 任 给 闭 0- 邻 域 VCY, 有 0- 邻 域 U, 使 
Tc ven. 4 令 机 故 TELCX,Y). 
(iD 由 4.2.8, {T,) 等 度 连续 , A 必 为 X 的 子 空间 ,这 又 推出 下 一 X( 否 
则 A 是 朴 集 1)， ve 人 和 的 平衡 0- 令 域 W, 取 a€ ANCr+t+W). 由 
Tx Tr= Tro) tT,— Tat+T, (a— rz) 
看 出 {Tx) 为 Cauchy 列 , 故 x € A. 因此 A 二 =X， 于 是 如 (D 一 样 有 人 E 
L(X,Y). 
4 A 必 为 子 空间 ,因而 A = X, 于 是 如 同 (i) 一 样 有 TE L(X,Y). 由 
1 关上 im <limlT, | lzl 


得 出 不 等 式 (10). 


34.3 对 偶 空间 
是 K 上 的 TVS, X* LR) 是 其 对 个 斌 s 则 . -对 个 空间 这 一 名 称 


实际 上 几 有 对 人 人 X* 才能 发 挥 所 期望 的 上 述 作用 不 过 
现在 就 可 对 X* 提出 以 下 问题 ， 

(1) X” 是否 含有 足够 多 的 元 ? 特别 , X* 是 否 大 到 足以 分 离 X 中 的 点 或 
特定 的 点 集 ( 对 照 § 2. 1B)? 

(ii) 能 否 或 如 何 将 X* 定义 为 TVS? 

(iii) 在 对 X” 中 拓扑 的 适当 定义 下 , XX 与 X* 的 性 质 是 否 有 一 定 的 对 应 
关系 ? 

这 些 问题 在 本 节 与 下 节 中 将 得 到 适当 解答 . 鉴于 只 有 在 适当 的 凸 性 假设 
下 才能 获得 令 人 满意 的 解答 ,在 与 对 偶 空间 有 关 的 问题 中 ,空间 的 局 部 四 性 党 
常 是 重要 的 . 

本 节 的 主要 论题 是 Hahn-Banach 定理 及 其 各 种 形式 的 推论 . 首先 让 我 们 
建立 一 些 预 备 性 结果 . 


A， 连续 线性 泛 函 


向 量 空间 上 的 线性 泛 函 及 其 几何 形式 ,已 在 定理 1. 2. 7 中 作 了 充分 的 刻 
画 . 如 果 加 上 连续 性 条 件 , 那 么 可 将 1. 2. 7 中 的 结论 进一步 加 强 . 
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4. 3. 1 命题 对 于 X 上 的 线性 泛 画 六 以 下 条 件 互相 等 价 : 
(EX 
(GD NCP = 广 :(0) 是 XX 的 闭 子 空间 ; 
Gii) NCAP) 关 义 , 除非 上 = 0; 
(iv) f 在 某 个 0- 邻 域 V CX 上 有 界 ; 
(v) 存在 X 上 的 连续 半 范 ‖。 ,使 得 
< (Vx EX). 
证 “显然 (iv 之 (iD 之 (iD=>(iiD) (参考 1. 2.7). 
(ii 之 (iv)， 车 (iv) 不 成 立 , 则 对 任 给 0- 邻 域 了 VC X, 存在 x, EV, 使 
| f(xy) |>>1. 这 就 得 到 网 (zyv)zrv 一 0.VzEX, 令 
y= x [f/f ry) ry, 
则 显然 y, E NCPm ,yy 一 x. 这 表明 (iii) 不 能 成 立 , 
(之 (v), 取 1 zl =| f(x) | 即 可 . 
(VvV) 之 Gv). 若 |， 如 条 件 (v), 则 B= {x €E X:| 上 xl] 二 1 是 X 的 0- 
邻 域 , f 显然 在 B 上 有 界 . 
若 X 是 赋 范 空间 , 则 一 线性 泛 函 f:X 一 K 连续 的 充 要 条 件 是 
| f(x) | 和 受 const | x| (VEX)， 
当 f€X* 时 依 %4.2(3)(4) 有 
1 AL 一 su | fC) |= syp, AD | 
=min{k 守 0; | fx) |<k|r| (Vr Ee X)}; (1) 
| fx) fx (VrEX). (2) 
X* 依 范 数 (1) 是 一 个 Banach 空间 ， 
4. 3.2 命题 设 0 关 ff EX", 则 以 下 结论 成 立 : 
(i) f 是 开 映 射 且 f(X) = K; 
(说 设 K=R,ACX. 若 A 是 ( 开 ) 凸 集 , 则 f(A) 是 ( 开 ) 区 间 ; 若 A 是 子 
空间 , 则 f(A) = R 或 (0)} 
证 (D 取 zEX 使 Fzo) 天 0. 任 给 0- 邻 域 V, 有 5 二 0, 使 得 | 4| 志 
6 之 Aro。 EV. 于 是 
(AEK: Ale fr) CAV)， 
这 表明 f 为 开 上 映射 (参考 1. 3. 14(ii)). 因 fC(20 是 K 的 开 子 空间 , 故 必 f/(X) 三 
(ii) 是 明显 的 . 
在 处 理 线性 泛 函 问题 时 颇 需 留意 的 一 点 是 ,空间 X 是 实 空 间或 复 空间 这 
两 种 情况 是 必须 区 分 的 . 例如 , 若 X 是 实 空间 , f 是 X 上 的 线性 泛 函 ,V CC X 
是 平衡 集 , 则 在 V 上 | f| 志 1 人 晤 在 V 上 ff 之 1. 但 若 X 是 复 空 间 , 则 “7/ 委 雯 
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这 样 的 不 等 式 不 再 有 意义 . 不 过 ,“ 实 线性 泛 函 ” 与 “复线 性 泛 函 ”可 通过 以 下 途 
径 互相 转化 : 设 X 是 复 TVS, f 是 X 上 的 线性 泛 函 , f = g 十 iy, 则 p = Ref 
是 X 上 的 实 线性 泛 函 (此 时 将 X 当 作 实 空间 ), 且 必 y(x) = 一 p(ix)，, 因而 

f(r) = 一 pz 一 ip(ir) (rE€X). (3) 
反之 , 任 给 X 上 的 实 线性 泛 函 p，, 依 式 (3) 定 义 f, 则 易 直 接 验证 在 X 上 是 
实 线性 泛 函 上 且 f (ix) = if(x), 因而 f 是 复线 性 泛 函 , f 连续 会 gp 连续. 以 上 
事实 ,今后 将 直接 利用 而 不 再 加 以 解释 . 


B. 扩张 定理 


现在 着 手 解决 本 节 开 头 所 提出 的 问题 : X* 是 否 具 有 所 期 望 的 分 离 性 ? 
有 关 的 结果 构成 一 组 互 有 联系 的 定理 ,通常 被 统称 为 Hahn-Banach 定理 , 它 
们 本 质 上 刻画 了 关于 线性 泛 函 的 同一 事实 ,而 表述 上 则 划分 为 扩张 定理 与 分 
离 定理 这 两 种 不 同形 式 . 在 这 一 点 上 ,你 不 妨 从 如 下 已 知事 实 得 到 启发 ;在 拓 
扑 空间 中 ,连续 函数 分 离 闭 集 , 原 来 等 价 于 闭 集 上 的 连续 函数 有 连续 扩张 ( 见 
2. 1. 10), 不 过 ,就 目前 的 问题 而 言 ,扩张 定理 是 更 基本 的 . 

4.3.3 扩张 定理 设 和 是 长 上 的 向 量 空间 , A 是 X 的 子 空间 , f 是 A 上 
的 线性 泛 函 . 

(CD 设 K==R,p 是 XX 上 的 凸 泛 函 ?3, 在 A 上 /过 p, 则 了 f 可 扩张 为 X 上 的 
线性 泛 函 g, 使 得 在 X 上 g 过. 

(让 ) 设 p 是 X 上 的 半 范 ,在 A 上 |f| 志 pp, 则 了 可 扩张 为 X 上 的 线性 泛 
溺 g, 使 得 在 X 上 | g [过 也 

Gi) 设 X 是 LCS, FE 4 … 则 了 可 扩张 为 g € X*. 

(iv) 设 六 是 赋 范 空间 , f E A* , 则 了 可 扩张 为 某 个 g E X* ,使 得 

gl = flaAsuptl fo) reEA,lzrl 二 1 

在 这 种 情况 下 , 称 g 为 了 的 保 范 扩张 . 

证 (i) 这 是 最 关键 性 的 一 步 . 令 

M= (g;g 是 了 的 线性 扩张 且 g < p}， 
M 以 CC ( 表 扩 张 关系 ) 为 序 是 一 半 序 集 ,其 全 序 子 集 显 然 有 上 界 . 于 是 由 极 大 
原理 (1. 1. 6) M 有 极 大 元 g, 设 其 定义 域 为 B ,只 要 证 明 B = X. 用 反 证 法 : 
设 存在 z € X\B, 不 妨 设 X = 了 引 Rz. va;8>0,ryE B, 出 p 的 凸 性 有 
ag (7)+Re(y) = g(ar+tpy) 
(atPe(eEte DE | 


中 ”Hahn-Banach 原来 只 是 考虑 了 p 为 次 线性 泛 函 的 情况 , Weston 推广 到 p 为 凸 泛 函 的 情况 . 
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< ap(r+ta lz)++Ahp(y— Pz). 
于 是 存在 r € R, 使 得 Ya,8>> 0,x,y € B, 有 
Bey)— py—P2) raplrta zx) — g(r)]. (4) 
定义 上 的 线性 泛 限 
hl(riaiz) 一 gz) 十 入 (rE B,AER), 

则 1B= g. 今 证 在 X 上 A 过 p, 这 相当 于 证 Yx,y € B,a,6 之 0, 有 

g(X) 二 a rp(r+a zz), 

g(Y Pr 人 ply—P'z), 
而 这 正好 与 不 等 式 (4) 相 当 . 这 就 得 出 h€ M, 但 这 与 g 的 极 大 性 矛盾 , 故 得 B 
一 X， 如 所 要 证 . 

(ii) 首先 设 K== R. 半 范 是 凸 泛 函 , 于 是 由 已 证 的 G), 可 扩张 为 X 上 的 

线性 泛 函 g, 使 得 在 X 上 g 三 p. Yr EX, 有 

— g(x)=g(—7X) Ap rx) = px), 
因此 | g(x) | 过 p(x). 其 次 设 X =C. 对 Ref 应 用 已 证 结论 ,将 Ref 扩张 为 
关上 的 实 线性 泛 函 yg, 使 得 在 X 上 | p | 过 p. 于 是 

8(7) = p(X) — ip(ix) ( 依 (3)) 

是 XX 上 的 复线 性 泛 函 , 易 验证 g | A = f. 令 e = sgn g(x) 吕 , 则 

| g(x) |= eg (7x) = gl(er) = pler) 

< pler) = p(x) (x E€ X). 

(iii) 由 4. 3. 1(v) ,存在 X 上 的 连续 半 范 P, 使 得 在 4 上 | f | 所 p. 由 已 
证 的 (i), 了 可 扩张 为 X 上 的 线性 泛 函 g, 使 得 在 X 上 | g | 志 p; 再 用 4.3.1(v) 
知 g€X*. 

(iv) 因 plz) 二 faxl (x € X) 是 半 范 ,在 A 上 | 了 f| 志 pp, 故 由 
Qi) 之 证 知 了 可 扩张 为 g EX ,| g | 记 p, 因而 上 8 志 f 4. 其 次 显然 
gl 宇 上 flsa, 故 gl = 是 fl. 口 


C. 分 离 定 理 


现在 从 扩张 定理 推出 分 离 定 理 . 在 $ 2. 1 中 我 们 考虑 了 拓扑 空间 中 的 函 

数 分 离 性 ,现在 考虑 的 分 离 性 与 之 类 似 但 略 有 不 同 . 一 般 的 提 法 是 :给 定 非 空 
集 A,BCX,A 门 B= 名, 是 否 有 f/f€ XX*,r € RR, 使 得 

f(A) <-< FCB) (5) 

或 fA) rfB). (6) 

当 (6)( 或 (5)) 成 立时 ,我 们 说 f 或 超 平面 广 :(r) 分 离 ( 或 严格 分 离 ) 集 A 与 


@ 约定 snga==a/|a|(0za€ KRK),sgn0=0. 
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B. 当 如 上 的 了 与 > 存在 使 得 (6) (或 (5)) 成 立时 ,说 X* 分 离 ( 或 严格 分 离 ) A 
与 B. 直观 上 很 明显 ,要 使 A 与 B 能 被 超 平面 分 离 , 仅 A 门 B = 包 是 不 够 的 ， 
A 与 B 的 凸 性 将 起 重要 作用 . 下面 是 基本 的 分 离 定 理 . 
4. 3.4 定理 (Eidelheit) 设 X 是 实 TVS, 4,BCX 是 非 空 凸 集 , A° 关 
OA4 门 B= 名 , 则 存在 f EE X*,r € R, 使 得 式 (6) 与 下 式 成 立 : 
fA) < rf0B). (7) 
证 由 f(A”) 二 7 与 A CA ( 见 4.1.3) 显 然 推出 f(A) 过 7r, 故 只 和 需 证 
(7) ,因而 不 妨 设 A 是 非 空 开 凸 集 . 取 定 m E B 一 A, 则 V 会 A 一 B 十 zo 是 凸 
开 0- 邻 域 , zo EV. 于 是 p= 二 jw 是 连续 次 线性 泛 函 , p(xo) 宇 1,p(V) 过 1( 依 
4. 1. 11). 定义 Rr。 上 的 线性 泛 函 
f:Rrio>R, hz 一 )， 
易 验 证 在 Rzoe 上 F 委 这 由 4.3.3(G) 知 了 可 扩张 为 X 上 的 线性 泛 函 ,不 妨 仍 记 
为 f, 使 得 在 XX 上 f 志 pp. 由 f 志 Pp 与 p(V) 过 1 推出 在 0- 邻 域 VN (一 V) 上 
| fl 二 1, 故 fE€EX* (用 4.3.1(iv)). 由 
1> f(V = f(A)— f(B) + f(xo) 
与 f(xo) = 1 推出 f(4) 二 f(B). 令 r 二 supf(A). 因 f(A) 是 开 区 间 
(4. 3. 2( 让 ), 故 式 (7) 必 满足 . 加 | 
在 应 用 4. 3.4 时 ,可 注意 一 个 简单 的 事实 ;不等式 (7) 可 反 转 为 
fA’) > 人 f(B), 
必要 时 只 需 用 一 上 代 了 就 行 了 . 若 X 是 复 TVS, 则 (7) 中 的 了 应 代 以 
Ref . 对 不 等 式 (5),(6) 都 可 作 此 理解 ,下 面 遇 到 这 类 情况 时 ,将 不 再 
特别 说 明 . | 
利用 定理 4. 3, 4, 可 推出 形式 各 异 的 多 种 分 离 性 结果 ,一 些 常用 的 结论 汇 
集 于 下 . ， 
4.3.5 推 论 设 X 为 LCS,A,BCX 是 非 空 凸 集 , A 门 B = 人. 
(i) (Ascoli 定理 ) 若 A 是 紧 凸 集 , B 是 闭 凸 集 , 则 存在 pg € X" ,reER， 
/一 Re 9 使 不 等 式 (5) 成 立 . 
(ii) 若 4 是 闭 绝对 凸 集 , 中 是 紧 凸 集 , 则 存在 FE X", 使 得 
| Fa |<1<| Fo) | (VaEA,DEB)， (8) 
(iii) 者 A 是 闭 子 空间 , xo E 4 , 则 存在 JEX"， 使 FA) 一 0,FGzo) 天 
0 (可 要 求 f(xo) = 1). 
(iv) X” 分 离 点 : 若 zr,yE XX,z+ 隆 y, 则 存在 f € X" ,使 得 f(x) 关 f(y). 
证 0G) 由 4.1.7Gii) 有 是 开 0- 邻 域 V, 使 得 
(A+V NN (B+V) = 条， 
A 十 Y 与 了 十 Y 缘 为 凸 开 集 (4. 1. 3). 于 是 由 4. 3.4 有 pwpEX',rER, 太 一 
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Re op 满足 
f(A+V) rfB+r). 
注意 到 f(B 十 V) 为 开 区 间 (4. 3. 2(ii) ) ,以 上 不 等 式 显然 推出 (5). 
Gii) 应 用 已 证 的 人 D), 知 有 JE X* ,r € R, 使 得 
Refla) <r<Refb) (a€ AbEB). (9) 
由 0 € A 推出 xr >>0, 故 不 妨 设 r 二 1. 令 。 二 sgnf(a), 由 (9) 得 
| fla) |=/flea)=Reflea) (ma€A) 


<1 < Re Fo) | Fo) | (a€ A,b EB). 
(ii) 以 B= {zo) 应 用 已 证 的 (iD 得 f € X* ,使 得 
| fla) |< 1<| flro) | (a € A). 


因 f(A) 是 的 子 空间 , 故 必 f(A) = 0. 
(iv) 对 A = 二 {0},xo 三 过 一 y 应 用 (ii) 即 得 . 
4. 3. 5 中 形式 上 最 简单 但 最 具 本 质 意义 的 结论 是 (iv). 由 于 XX” 分 离 点 ， 
赋值 映射 (参看 $1.5(6)) 
eX>K*Y, 工 (CFGz))vex- (10) 
是 一 个 线性 单 射 . 因此 ,至 少 在 代数 意义 上 ,已 将 X 蛙 人 Kx ,f(x) 起 向 量 > 
的 坐标 的 作用 . 这 一 理解 对 于 对 偶 空 间 X* 的 运用 有 基本 意义 . 今后 将 在 适当 
条 件 下 赋予 (10) 以 拓扑 垦 人 或 等 距 骨 入 的 意义 . 
对 于 4. 3.5(ii) 可 作 一 点 改进 . 
4.3.6 定 理 设 4 是 X 的 子 空 间 ， || .| 是 X 上 的 连续 半 范 , mm E X， 
0 inflxo—al, (11) 


则 存在 f € X* ,使 得 
f(A)=0,f(xo) =p, | fr) | rl (Vr EX). 
若 (X, 上 。 | ) 是 赋 范 空间 而 po 二 0, 则 可 要 求 ef = 1,f(xo) 一 d(xzxo,A)， 
特别 当 A 一 (0} 时 f(xo) 一 | Xo | . 
证 在 B= A 扑 Kzr。 上 定义 线性 泛 函 
Ja 十 Mro) 一 Mo (a€ AMAE KR), 
则 显然 f(A) = 0,F(Gzo) 一 0 对 xz =a 十 rola E€ AGEK) 有 
1 Fa 1=12 | inf | —6l 
=inf | x +6l < lzl. 
由 4. 3. 3(i ,不妨 设 f 已 线性 地 扩张 到 X 上 且 | f(x) | xr| (Vxr€X)， 
于 是 FE X* (4.3.1(v)). 


若 | .| 是 范 数 , 则 由 (1 有 f(zxo) = 二 pp 二 d(xo,A). 由 
[flrl CCYzrEX) 
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得 fi 过 1. 其 次 , Va € A, 有 
p= f(r) = flr) S| lx al, 

这 推出 op 过 上 flip, 从 而 上 fl 之 1( 注 意 o 之 0!1), 因 此 f==1, 如 所 要 
证 . [0D] 

分 离 定理 及 其 推论 有 各 种 各 样 的 应 用 ,几乎 遍及 分 析 数 学 的 所 有 重要 领 
域 . 应 用 分 离 定理 的 直接 目的 是 确定 特定 连续 线性 泛 函 的 存在 性 ,而 所 用 技巧 
则 因 具 体 问题 而 异 . 下 面 举 出 两 个 简单 例子 ,它们 本 身 也 是 很 有 趣 的 结论 . 

4. 3.7 推论 对 于 TVSX, 以 下 条 件 互 相等 价 : 

(iD X*" {0}); 

(ii) X 上 存在 非 零 连 续 半 范 ; 

(iii) X 有 非 空 凸 开 的 真子 集 . 

证 >(i). 若 0 关 fEX', 则 zx =| f(x) | (xE€E XX) 即 为 X 上 
的 非 零 连续 半 范 . 


(一 (ii). 若 | .| 是 X 上 的 非 零 连 续 半 范 , 则 {zEX:lzl 过 1) 
为 非 空 凸 开 真子 集 . 

(iii) 过 >(), 设 ACX 是 非 空 凸 开 集 , xo。€ A‘, 则 对 A 与 B == {xo) 应 用 
4. 3.4 得 出 有 0 关 f EX" 存在 . 口 


4.3.8 定 义 若 {zxi:iET)CX 与 {fj:i€ 717}CX* 满足 
filx)=6; (i,jE€D, 
则 称 {x;) 与 {fi} 是 双 正 交集 ,或 说 {fi) 是 {xi} 的 双 正 交集 (或 双 正 交 列 , 若 
l=N). 

4.3.9 推 论 设 X 是 LCS, {zi:i € 了 CX, 则 {zxi) 有 双 正 交集 的 充 要 
条 件 是 

zi 区 span{z:j i (Vi€ED, (12) 
特别 ,有 限 集 {x;} 有 双 正 交集 的 充 要 条 件 是 它 线性 无 关 . 

证 今 A 一 pant 由 车 人 i} 有 双 正 交集 {f;}, 则 由 f(xi) 一 |， 
f(A;) 二 0 推出 xz; EA(YViE 了 DD. 反之 ， 若 条 件 (12) 满 足 , 则 由 4. 3. 5Gii) 有 
fi €X" ,使 得 f(A;) ==0,f(xi) 关 0, 不 妨 设 f(x;) = 二 1(YiE 7 了,{fi} 就 
是 {x;}) 的 双 正 交集 . [ 

4. 3. 10 推论 LCS 的 有 限 维 子 空间 是 可 余 的 . 

证 设 A 是 LCSX 的 有 限 维 子 空间 . 取 A 的 基 {e;), 则 由 4.3.9 知 {e 
有 双 正 交集 {f;), 于 是 B 会 站 N(J;) 是 XX 的 闭 子 空 i Vr€EX, 有 

z= Dfilret(r— Dfilr)e)E A+B. 


一 了 qe; EANB, 则 a == fi(y) =0, 因而 y=0. 这 表明 X=A 辐 
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B, 故 A 是 可 余 的 (参考 4. 1. 21). 
值得 注意 的 是 ,不 可 将 4. 3. 10 用 于 一 般 TVS. 例如 , 若 X 是 一 个 TVS， 

使 得 XX" 二 {0) (4. 6. 5 提供 了 这 样 的 例子 ), 任 取 0 关 zo。€ XX, 则 有 A= Kz 就 

不 是 可 余 的 . 否则 ,从 X 到 A 的 连续 投影 提供 了 一 个 非 零 连续 线性 泛 函 1 
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本 节 中 设 XX 是 K 上 的 LCS. 现在 来 解决 上 节 留 下 的 问题 :如 何 将 X” 定 
义 为 TVS? 解决 的 方案 一 般 不 只 一 种 ,采用 弱 拓 扑 或 许 是 最 简单 而 又 不 失 为 
有 用 的 方法 . 本 节 处 理 方法 的 一 个 显著 特点 是 ,几乎 所 有 内 容 的 展开 都 是 同时 
对 和 与 X 7 “对 偶 地 ?进行 的 ,因而 充分 地 体现 了 两 者 的 对 偶 关 系 . 但 应 注意 
到 ,关于 和 与 X ”的 结论 未 必 是 完全 对 等 的 . 


A. 极 集 与 零 化 子 


首先 引进 两 个 有 用 的 缩 记号 ,系统 地 使 用 这 些 记 号 ,可 将 涉及 对 偶 空间 的 
一 些 复杂 关系 表达 得 很 简单 , 且 更 容易 激发 某 些 联想 与 类 比 . 
任 给 A CX,F CX:*, 约定 
4 一 (EX :Ar II 委 1CVzEA))， 
Al= {f € X’ .f(A) = {0)}, 
FD= {rE X: | f(r) [1l1CYf EeF)}, 
iF = {rE X:F(x) = {0)). 
A' 与 下 分 别称 为 A 与 的 极 集 ,而 AL 与 下 分 别称 为 4 与 下 的 零 化 子 . 关 


(1) 


于 这 些 集 容易 推出 以 下 简单 结论 ， 
(4 与 人 分别 为 X” 中 的 绝对 凸 集 与 子 空 间 , 且 
A:=N AM" Ch, (2) 
下 与 落 分 别 为 X 中 的 闭 绝 对 凸 集 与 闭 子 空间 , 且 
= FC (3) 


《iD 取 极 集 或 零 化 子 的 运算 关于 集 包 含 是 “单调 减 ”的 ,这 意味 着 
ACBCX=A'D BP ,AtD Bi, 
FCGCX’=>TFTIU,LF DOLG. 

(iii) 与 绝对 凸 包 及 闭 线性 扩张 的 关系 ， 

A’=(abco A)’, Ai= (spanA)+; (5) 


(4) 


@ 将 下 ,二 写作 F? ,Fi 或 许 更 方便 ,只 是 有 时 可 能 产生 歧义 . 
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PF 一 "(abco F), 1F 一 上 (span F). (6) 
(iv) 若 4, 丰 是 子 空 间 , 则 A? = At , 严 =-TF 例如 , ho CAL 的 证 明 如 
:VfEA ,rEA,t>0, 有 i| f(r) |=| fr) | 因而 | f(x) | 
一 0(1 一 00), 故 fE€ At. 
(VvV) 设 D= (aE K:|o| 过 1),F(A)= {fl(7):f EF,rE A},N 
ACTOF(A)CDOFCA', 
ACIF OF(A) = (0BOF CA, 
F(A) 有 界 念 38 之 0:4AC BF 
SIBp>0:FCBA'. 
(vi) 设 X 是 赋 范 空间 , B 与 B* 分 别 为 X 与 X* 中 的 闭 单位 球 , 则 有 = 
B* ,XB*)=B. 


B， 弱 拓扑 


简单 地 说 , 弱 拓 扑 就 是 点 态 收敛 拓扑 ,其 准确 定义 如 下 . 
4.4.1 定 义 ”约定 2( 有 ) = Arz)， 则 X 中 有 唯一 拓扑 r。， 使 赋值 映射 
e:X->K* ， 并 全 到 (7) 
为 拓扑 嵌入 , 称 为 X 中 的 弱 拓 扑 或 cCX,X* ) 拓扑 . X* 在 Kx* 中 的 相对 拓 
扑 六 称 为 X ”中 的 弱 * 拓扑 或 oC(X* ,X) 拓扑 . 分 别 以 XX, 与 X: 记 空 间 (X， 


Tw) 与 (XX" ,zi ), 其 中 的 收敛 分 别 记 作 一 与 ~, 与 zc 拓扑 及 忒 拓扑 有 关 的 
概念 分 别称 为 弱 概 念 与 弱 * 概念 ,或 c(X,X' ) 概念 与 oC(X* ,X) 概念 . 例如 ， 
X。 中 的 闭 集 称 为 弱 闭 集 或 a(X,XX* ) 闭 集 . 

因 Kx 与 Kx 依 积 拓扑 均 为 LCS, 故 X, 与 X: 亦 为 LCS. 今 给 出 拓扑 
与 忒 的 一 些 等 价 刻画 . 

工 局 部 基 依 8$1.5(3) 知 X。 的 局 部 基 可 由 形 如 

V= {rE€ X.; | f(x) [rd Qi<n)) 

的 集 构成 ,其 中 下 二 {有 ,fo,…,f,} CX' ,r > 0. 注意 到 V 二 7F, 故 


{于 ,F CX* 是 有 限 集 } (8) 
是 X 的 一 个 局 部 基 . 类 似 地 ， . 
{A':A CX 是 有 限 集 } (9) 


是 Xi 的 一 个 局 部 基 . 注意 实 与 4。 均 绝 对 凸 ,分 别 为 弱 闭 集 与 弱 * 闭 集 . 
2 收敛 性 ”由 弱 拓 扑 的 定义 及 1. 5. 6(iD , 知 


人 (YEX-)， 
(10) 
1 一 0eho->0 (VrExX). 


由 (10) 推 出 , X 中 依 原 拓扑 的 收敛 强 于 弱 收 敛 ,因此 原 拓扑 强 于 弱 拓扑 . 
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3" 半 范 族 ” 任 给 入 CX,EFCX'， 约定 
| |， 
1 fla= supl fx) |, 


则 1 外 ,lz 与 外 .1 分 别 为 和 与 X 上 的 半 范 ， 
lxl<1liSr EFT 


(11) 


这 与 (8) 对 照看 出 
{上 。| :FC X* 是 有 限 集 } 
是 Xu 的 一 个 基本 半 范 族 . 同 理 ， 
{上 .la:A CX 是 有 限 集 } 
是 Xi 的 一 个 基本 半 范 族 . 
任 给 关上 的 线性 泛 函 ,有 
feEX' 合 当 zx1 一 0 时 f(z)—>0 
全 当 z 一 0 时 f(x,) 一 0， 
这 表明 (X。)* 二 X*. 另 一 方面 ,Xi 作为 LCS, 有 一 个 确定 的 拓扑 对 偶 
CX% )* , 简 记 作 X2 ,约定 在 其 中 采用 ol(Xi" ,Xz ) 拓扑 .有 趣 的 是 ,如 以 下 
定理 所 断言 的 , X;” 实 际 上 就 是 XX。. 

4.4.2 定理 设 e 是 由 (7) 表 示 的 赋值 映射 , 则 e:X, 一 Xi” 是 一 拓扑 同 
构 . 

证 由 定义 4.4.1,e:X。 一 e(CX。) 是 拓扑 同 构 . 由 ”的 定义 知 X* 
CKX 是 拓扑 能 人. 因此 ,只 需 证 eC(X,) 一 Xs". 直接 看 出 eC(X) CX%*, 问 
题 在 于 证 X "CC eC(X). 取 定 pE X2 ,qp 必 在 某 个 0- 邻 域 A? C Xi 上 有 
界 , 其 中 4 = {xi,x2,…,Xi) CX. 可 设 YfEA', 有 | glf) | 二 1. 定义 

pi fr) fr fr) > pf) (f € X'*). 
车 f,gEX',f 一 gE€At+, 则 Vt>0, 有 tf 一 g) € A ( 依 (2)), 因 而 | pC(f 
一 g) | 二 1/t 一 0(4 一 00), 即 yg(f) = glg). 这 表明 yy 的 定义 与 f 的 选择 无 关 ， 
它 是 K" 的 某 子 空间 上 的 线性 泛 函 . 由 扩张 定理 ,不 妨 设 yE (K”")". 于 是 有 a 
二 (a;) € K", 使 得 

PND= af xr) = f(ar) (VfEX'). 


这 表明 9 一 e(zo) ,Xo 一 > az 故 得 所 要 证 . 国 
定理 4. 4. 2 的 意义 在 于 , X, 与 Xz 互 为 对 偶 . 基于 这 种 对 称 性 ,每 个 关于 
X 的 定理 自动 地 对 应 一 个 关于 Xz 的 对 偶 定 理 , 反 之 亦 然 . 不 过 要 紧 的 是 ,以 
上 结论 的 前 提 是 :在 X。 与 Xx 中 分 别 使 用 弱 拓 扑 与 弱 " 拓扑 ! 
若 dim X < co, 则 不 难说 明 X 上 的 弱 拓 扑 就 是 原 拓 扑 . 当 dim X 一 “9 
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时 , 弱 拓 扑 有 某 些 很 特殊 的 性 质 . 

4.4.3 命题 设 dim X= co, 则 X, 的 每 个 0- 邻 域 包 含 X 的 无 穷 维 子 空 
间 , X 必 非 局 部 有 界 空间 与 可 赋 范 空间 . 

证 ”只 要 考虑 某 个 0- 邻 域 下 ,下 == (fi,f2 yf) 己 X*. 定义 

TX—>K’, zr—(f(r)), 
则 TE LCX,K”. 令 N= NT), 则 
dim X = dim N+ dim (X/N) < dim N++n, 

可 见 dim N= oo, 而 N= 二 CC 外 ( 依 (3)), 故 中 包含 无 穷 维 子 空间 . 

若 X。 局 部 有 界 , 则 必 可 赋 范 ( 依 定 理 4. 1. 16), 但 赋 范 空间 中 的 球 0- 邻 
域 显 然 不 包含 无 穷 维 子 空间 ! 

由 4.4.3 推 出, 若 X 是 无 穷 维 赋 范 空间 , 则 X 中 的 弱 拓扑 必 严 格 地 小 于 
原 拓扑 . 对 于 一 般 的 局 部 凸 空间 X,X 中 的 弱 拓 扑 有 可 能 重合 于 原 拓 扑 . 例如 ， 
%“ 上 的 弱 拓 扑 ( 即 oCX ,Xz ) 拓扑 ) 就 是 t, 即 X。 上 的 原 拓扑 ! 


C， 弱 闭 集 


现在 依次 讨论 一 些 弱 概 念 ,包括 弱 闭 集 、 弱 紧 性 与 弱 有 界 性 等 我 们 将 特 
别 关注 它们 与 相应 的 原 拓扑 概念 之 间 的 关系 . 其 次 ,应 注意 弱 拓 扑 无 疑 是 
$ 1. 3 意义 上 的 拓扑 , 且 X。 与 X: 都 是 LCS, 因 而 关于 一 般 拓扑 空间 及 LCS 
的 结论 均 可 应 用 . 

任 给 ACX 与 CX" ,分 别 以 A 与 FF 记 A 的 弱 闭 包 与 的 弱 * 闭 
包 . 因 弱 拓扑 弱 于 原 拓扑 , 故 弱 闭 集 要 少 于 原 闭 集 , 因 而 由 公式 8 1. 3(9) 推 出 
A CA,, 且 通 常 A 要 比 A, 小 得 多 . 因此 , A = A。 的 情况 非 同 寻常 而 特别 令 
人 感 兴趣 . 

4. 4.4 Mazur 定理 车 ACX 为 同 集 , 则 A = A,. 

证 只 要 证 A 刁 A. 若 x € X\A, 则 对 {x) 与 闭 凸 集 到 应 用 分 离 定理 
(4. 3.50)) 得 出 FE X* ,r € R, 使 得 

Ref(x) <r< Ref(a) (Va€ A). 

任 给 网 (a,} C A, 以 上 不 等 式 表明 不 可 能 f(a,) ~> f(x), 因而 不 可 能 a, 一 xz， 
故 x E 4.，, 如 所 要 证 . 

Mazur 定理 看 似 简 单 , 但 它 有 许多 重要 应 用 . 下 面 列举 4. 4. 4 的 一 些 主要 
推论 ,以 备 引用 . 

4.4.5 推 论 设 ACX,FCX*，, 则 以 下 结论 成 立 : 

(D co A= (co A),,span A 二 (span A),,A 是 XX 的 基本 集 马 A 是 弱 基 
本 集 ( 即 X, 的 基本 集 ). 

(ii) 若 X 可 度量 化 , {zx} CX 一 x, 则 有 {y) CC cofx;) 使 得 六 一 工 
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(iii) 若 A 是 凸 集 , 则 A 是 闭 集 会 A 是 弱 闭 集 , 
(iv)( 双 极 定理 ) 对 A, 下 成 立 等 式 : 


abco A =° (A’), (12) 
《abco FY, = (FF), (13) 
(v)( 双 零 化 定理 ) 对 A, 下 成 立 等 式 : 
span A 一 上 AL+)， (14) 
Cspan 下 )。 = CF)+. (15) 


(vi) A 是 和 的 基本 集 怠 4= {0},F 是 X" 的 弱 * 基本 集 今 证 二 (01. 

证 直接 由 4.4.4 推 出 (与 Gi), 易 见 (过 (让 ),(v) 过 (vi). 因由 (bb 有 
abco A = CabcoAD)w, 故 (12) 过 (13),(14) 过 (15) (参看 4.4.2 之 后 的 说 明 ). 
因此 只 要 证 (12) 与 (14). 

证 (12). 由 (5) 推 出 B 会 abco A CC%A'). 车 x € B', 则 由 4.3.5(ii) 有 
了 EX"，, 使 得 


| fC) |< 1 一 | f(z) 1 (Vb EB), 
这 表明 AE A?, 从 而 x 巨 《A'). 故 (12) 成 立 . 
证 (14). 这 可 如 同 (12) 一 样 由 4. 3. 5(ii) 推 出 ,但 由 (12) 推 出 更 简单 
span 及 一 "((spanA)") 一 "((span A)+) 
一 "(A4+ ) 一 LAL)， 口 
利用 4. 4.4 与 4.4.5 还 可 对 极 集 与 零 化 子 作出 进一步 的 结论 . 设 ACX， 
下 CX* .已 指出 处 与 下 分 别 为 闭 绝对 同 集 与 闭 子 空间 ,因而 都 是 纶 闭 集 (用 
4.4.5(ii)). 于 是 由 对 偶 性 得 出 , A' 与 AL 在 X" 中 是 弱 " 闭 的 . 其 次 ,利用 
4. 4. 4 可 将 式 (5) 改 写 为 


A’ = (abco A).)’, At+= ((span A),.)+. (5) 
然后 由 对 侦 性 得 出 (6) 的 以 下 推广 : 
oF =°((abco 下 )。 )， 1F =i((span 和 上) )， (6)’ 


对 于 能 拓扑 的 研究 ,公式 (12) 一 (15) 及 (5) ,(6) 都 是 很 有 用 的 . 
4.4.4 与 4.4.5 固然 都 是 极 理想 的 结论 ,但 在 应 用 时 仍 要 小 心 ,特别 应 注 
意 凸 性 的 作用 . 为 强调 这 一 点 ,现在 来 指明 ,就 弱 闭 性 而 言 , 赋 范 空间 中 的 球 与 
球面 有 多 大 差别 . 设 X 是 一 无 限 维 赋 范 空间 , B 是 其 中 的 闭 单位 球 , S = 98B， 
它们 显然 都 是 闭 集 , B 也 是 弱 闭 集 ，S 则 不 是 , 事实 上 , 颇 令 人 惊异 的 是 ,有 0 
€ 豆 . 为 证 此 ,只 要 指明 ,对 任 给 有 限 集 F, 有 S 门 天 尖 妇 ,而 这 由 SS 站 于 天 
(全 起 冯 (0)) 推出 ,注意 
IF= {0)>X* = (LF)!= span F (用 (15)). 
因此 ,存在 网 {x,} CS, 使 得 x 一 0, 这 典型 地 显示 出 弱 拓 扑 与 原 拓扑 的 差别 . 
不 过 ,也 不 能 将 以 上 结论 加 强 为 :存在 序列 {zx,} CS, 使 得 zx, 下 0. 例如 对 于 空 
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闻 2 ,ip 一 0 全 六 一 0 (参考 [12,p,.287]), 当 {z) CS 时 绝 不 可 能 一 0. 
D， 弱 紧 集 与 弱 有 界 集 


如 果 说 , 弱 闭 集 太 少 而 有 所 不 便 的 话 , 那 么 弱 紧 集 一 般 远 比 紧 集 为 多 , 则 
是 弱 拓 扑 的 主要 优点 之 一 . 

4. 4.6 定理 (Banach-Alaoglu 1940) 若 VCX 是 0- 邻 域 或 弱 0- 邻 域 ， 
则 了" 是 弱 " 紧 集 ;着 下 己 X" 为 弱 * 0- 邻 域 , 则 开 是 弱 紧 集 . 

证 只 要 证 前 一 半 . 令 D= {a € KK; |a | 过 1), 则 由 Tychonoff 定理 知 
D” 是 紧 空 间 . 定义 

T:V >D’, FF 下 区 
因 V 是 吸收 集 , 故 了 完全 决定 于 上 | V, 且 
fi 一 zz)CVZEX) 全 六 rz) f(r (YrEV). 

因此 , 当 W" 中 用 弱 * 拓扑 时 , T:V? 一 TV" 是 一 个 同 胚 .余下 只 要 证 明 TV" 在 
D” 中 为 闭 集 ( 因 而 为 紧 集 ). 设 {f.) C W 是 一 个 网 f € DY,f,(x) > 
ADC(YXEV), 则 YzxEX,limf,(x) 必 存在 , 仍 记 为 (x) ,f(x) 必 是 线性 
的 ,上 且 在 V 上 有 界 , 因 而 f€ (X) "一 X* ，, 故 FE W. 因此 TV? 为 闭 集 , 如 
所 要 证 . 

定理 4. 4. 6 无 疑 是 深刻 的 (注意 这 得 归 因 于 Tychonoff 定理 ) ,但 其 表述 
形式 却 不 便于 直接 应 用 . 问题 在 于 , 它 并 未 直接 指出 , 形 如 V? 的 集 具 体 包括 哪 
些 ? 下 面 的 推论 给 出 一 部 分 回答 ， 

4.4.7 推 论 当 以 下 条 件 之 一 满足 时 下 C X* 是 相对 弱 * 紧 集 : 

(i) 下 等 度 连续 ; 

(ii) X 可 度量 化 且 下 一致 有 界 ; 

(iii) X 是 赋 范 空间 且 下 范 数 有 界 . 

车 再 假定 下 弱 * 闭 , 则 下 为 弱 * 紧 集 . 特别 , 若 X 是 赋 范 空间 , 则 X* 中 的 
闭 球 是 弱 * 紧 集 . 

证 若 下 等 度 连续 , 则 必 有 XX 的 0- 邻 域 V, 使 FCV' (参考 定义 4. 2.6)， 
因而 由 V? 弱 " 紧 推出 下 相对 弱 *" 紧 . 再 利用 4. 2. 7, 即 推出 其 余 结论 . 口 

4.4.7 的 最 后 一 个 结论 最 为 简单 ,Banach-Alaoglu 首先 证 明 的 也 就 是 这 
个 结论 , 它 正 是 Banach-Alaoglu 定理 最 常用 的 形式 . 

弱 拓 扑 的 另 一 个 重要 特点 是 , 弱 有 界 性 重合 于 原 拓扑 的 有 界 性 , 

4.4.8 定 理 (DACX 弱 有 界 全 4A( 依 原 拓 扑 ) 有 界 . 

(ii) 设 X 是 局 部 凸 的 Frechet 空间 , FCX*, 则 下 弱 * 有 界 驴 下 等 度 连 
续 污 一致 有 界 忆 存在 X 上 的 连续 半 范 | 。 | , 使 得 

sup{| f (7) |:f EF, Nr) 1l}< oo. (16) 
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(iii) 设 X 是 Banach 空间 , 则 下 CX" 弱 * 有 界 千 下 等 度 连续 今 下 范 数 
有 界 后 下 相对 弱 * 紧 . 
证 (i) 首先 注意 ,利用 $4.1(17) 得 出 (参照 (11)): 

A 弱 有 界 全 每 个 FEX' 在 A 上 有 界 . (17) 
因此 A 有 界 之 4 弱 有 界 . 其 次 设 A 弱 有 界 . 任 给 闭 绝对 凸 0- 邻 域 V CX,V 
是 弱 " 紧 凸 集 ( 依 4.4.6). 对 A(C Xs") 应 用 4.2.8( 让 得 出 ; A 在 W 上 一 致 
有 界 , 这 意味 着 存在 8>>0, 使 得 | f(x) | 委 BVAFEW,VzEA4A), 这 相当 于 
AEBXWV) = 二 BV( 用 (12)), 故 A 有 界 . 

(ii) 如 同 (17) 一 样 有 

下 弱 ” 有 界 会 FGz) = {f(zx):f€ FF) 有 界 (Vx € X). (18) 

若 下 等 度 连续 , 则 有 立 的 0- 邻 域 U, 使 得 Yf/EF,YrEU, 有 | f(x) | 和 1. 
VrzEX, 取 BE KK, 使 YEBU, 则 | f(x) | 过 181 (VfE 中, 故 F 弱 "有 
界 ,这 并 不 需要 X 是 Fréchet 空间 . 若 X 是 Fréchet 空间 , 严 弱 “有 界 , 则 应 用 
4. 2. 9 推出 下 等 度 连续 . 其 余 结论 由 4. 2. 7 推出 . 

结合 (让 与 4. 4. 7 显然 推出 (iii)， 口 

对 于 4.4.8(iii), 下 范 数 有 界 之 已 相对 弱 * 紧 并 不 用 到 X 的 完备 性 . 但 反 
向 推理 确 需 X 完备 ,说 明 这 一 点 的 反例 如 下 : 设 X 是 靖 的 子 空间 , += (x;) E 
X 忆 当 i 充分 大 时 zx; 二 0, 一 {y? ;i 之 0}CCAr 二 (0)* ,其 中 yo 一 0， 
”二 (i05 :jE€ N)(i 之 1). 下 显然 范 数 无 界 但 弱 " 紧 : 设 入 是 下 的 弱 * 开 和 覆盖 ， 
取 UE 使 0EU, 取 有 限 集 ACX 使 A CU. 易 见 当 i 充 分 大 时 y® € A?， 
故 FAU 为 有 限 集 ,因此 % 有 有 限 子 族 覆 盖 下. 

熟知 在 一 般 TVS 中 全 有 界 性 强 于 有 界 性 . 今 指出 在 X。 中 二 者 是 等 价 


的 . 
4.4.9 命题 4CX 弱 有 界 会 4 为 弱 全 有 界 集 , 下 CCX* 弱 "“ 有 界 兮 下 
为 弱 " 全 有 界 集 . 
证 设 A 弱 有 界 , 则 4A 有 界 (4.4.8(iD). 任 给 X.。 的 0- 邻 域 V = 下 ,下 一 
(万 , 户 ， 户 )， 令 (参看 4.4.3 之 证 ) 
T,X—> K’,r—> (f(x)), 
则 TA 在 K" 中 有 界 , 因 而 全 有 界 . 令 
W= {(a) ERK:maxla | 委 1)， 
则 V= TW. 取 有 限 集 EC TA, 使 TA CE 取 有 限 集 BCA, 使 TB 
一 三 , 则 
ACTI(E+W)= B+V, 
这 表明 A 是 弱 全 有 界 的 . 口 
我 们 已 看 到 ,在 一 致 空间 (因而 在 TVS) 中 , 紧 性 .全 有 界 性 与 完备 性 三 者 
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密切 相关 (参考 3. 1. 11,3. 2. 3 及 4. 1. 7). 本 节 考 察 了 弱 紧 性 与 弱 全 有 界 性 
(后 弱 有 界 性 ), 自然 应 与 弱 完 备 性 联系 起 来 . 

设 (f,} CCX" 是 一 个 网 (f,} 是 弱 " Cauchy 网 的 充 要 条 件 是 : VzE X， 
{fi(zx)} 是 KK 中 的 Cauchy 网 (参考 条 件 $4. 1(16) ,注意 上 f=| f(x) | (x 
E X) 是 Xs 的 生成 半 范 族 ), 这 等 价 于 PCz) -> f(z)(Yzx EX),f(x) 是 X 
上 的 线性 泛 函 ,但 仅 当 入 E X" 时 才能 说 f, 关 人 因此 ,下 CX'* 弱 * 完 备 
意味 着 , 若 下 中 的 网 {f,} 在 X 上 点 态 收敛 于 六 则 必 FE F. 4ACX 弱 完备 有 
类 似 的 涵义 . 

综合 3. 1. 11 与 4.4.7~4.4.9, 得 出 以 下 结论 ， 

4.4.10 推论 。、 对 于 下 CX* 以 下 结论 成 立 ; 

(DD 下 弱 “ 紧 司 下 弱 "有 界 且 弱 "完备. 

(ii) 阁下 等 度 连续 日 弱 * 闭 , 则 下 弱 * 完备 . 

(iii) 若 匀 是 局 部 凸 的 Fréchet 空间 , 下 弱 " 有 界 且 弱 * 闭 , 则 下 弱 * 完备. 

(iv) 若 X 是 局 部 凸 的 Fréchet 空间 , 则 X* 是 序列 弱 * 完备 的 . 

最 后 一 个 结论 由 4. 2. 10 推出 . 


E. 度量 化 问题 


弱 拓 扑 的 主要 缺点 之 一 是 ,即使 原 拓扑 是 可 度量 化 的 , 弱 拓 扑 一 般 也 不 是 
可 度量 化 的 ,因而 不 能 用 序列 收敛 来 刻画 . 例如 ,由 x € A 并 不 能 得 出 序列 
{z 已 A, 使 得 xz, 一 x. 类 似 的 情况 常 使 人 深 感 不 便 . 不 过 , X, 与 X: 不 可 度 
量化 并 不 意味 着 它们 不 能 “部 分 地 ”度量 化 . 不 妨 只 考虑 X* 中 的 子 集 . 这 里 提 
出 的 问题 是 ;对 于 下 CC ,应 对 下 限 以 何 种 条 件 , 才 能 使 之 可 度量 化 ? 
注意 到 弱 " 拓扑 决定 于 嵌入 X2 CC K*, 为 使 下 可 度量 化 ,关键 在 于 找到 
可 数 集 4 = {zx,} C X, 使 得 有 拓扑 知人 
F— KK’, f > (f(xn)) en. (19) 
《19) 是 拓扑 能 和 的 充 要 条 件 是 :每 个 FE 下 完全 决定 于 序列 {f(x,)), 且 对 于 
(f'} CF 与 1f€EF 有 
(zh > fr (VnEN=>/ 类 f£. (20) 
在 以 上 分 析 的 基础 上 ,不 难 建立 以 下 结果 . 
4.4. 11 定理 设 X 可 分 ,FECX"，, 则 当 以 下 条 件 之 一 满足 时 , 下 依 弱 * 
拓扑 可 分 且 可 度量 化 ; 
(DD) 下 等 度 连 续 ; 
(i 让) 下 弱 * 紧 ; 
(iii) X 是 Fréchet 空间 而 下 弱 * 有 界 ; 


34.4 弱 拓 扑 。127 ， 


Civ) X 是 赋 范 空间 而 下 范 数 有 界 . 

证 (i) 取 X 的 可 数 稠 子 集 4 = (zx.}, 则 f € X” 完全 决定 于 
{f(zx,)). 今 用 FF 等 度 连续 推出 (20). Ye>0, 取 0- 邻 域 VCX，, 使 
| f(r) | 二 el(VfEF,xEV). 取 定 XE€X,nEN, 使 x, 一 + EV. 
设 {f}CF,fEF,f(z) 一 f(xzi)(VYk EN). 取 如 ,使 得 

| fiC(x)— fx) |<e (Vti>4), 
则 当 t 宇 时 有 
| fC — for) SI frm zr) | 十 | fr) — fx,) | 
十 | flx, CO— x) |< 3e, 

这 表明 f(x) 一 f(x). 故 f, ~ f, (20) 得 验 . 因此 下 依 弱 * 拓扑 可 度量 化 ， 
由 Ks 可 分 ( 依 3. 3. 5(ii)) 推 出 下 弱 * 可 分 . 

(ii) 由 3. 3. 8(Giv) 推 出 ,只 要 注意 A( 依 Q) 之 证 ) 分 离 下 中 的 点 , 即 当 ff,g 
EF,f 关 gg 时 必 jnE€N, 使 f(x,) g(x,). 

结合 (i) 与 4. 4. 8(ii) 直 接 推出 Gii), (Civ). 口 

一 旦 能 判定 下 CX 可 度量 化 ,就 可 充分 利用 关于 度量 拓扑 的 种 种 结论 . 
例如 ,由 4. 4. 11 推出 : 

4.4. 12 推论 设 XX 可 分 ,V 是 X 的 0- 邻 域 , 则 VV 弱 * 序 列 紧 且 弱 * 可 
分 . 

证 由 4.4.6, VV? 弱 * 紧 ;由 4.4.11, V? 依 弱 ' 拓扑 可 度量 化 ;由 3. 2. 3， 
V? 是 弱 * 序 列 紧 的 ;由 3. 3. 6, V" 弱 * 可 分 . 


F， 强 拓扑 


从 逻辑 上 说 , 弱 拓 扑 只 是 X 可 能 考虑 的 多 种 拓扑 之 一 .在 X 上 引进 局 部 
凸 拓扑 的 一 个 一 般 模式 是 , 取 一 集 族 cC 2* ,使 其 满足 条 件 ， 

(CI) YAEX';{(f} Eo; 

(C2) YFEczEX 有 |zlls<ce( 记 号 依 11)); 

(Cs) FPF,GEo—>FUGCHED; 

(G)FEoa>0>oaF Eo, 
则 以 { 外 ， jj:FE o) 为 基本 半 范 族 在 上 生成 一 个 局 部 凸 拓扑 ro 天 : 下 
E o} 是 (X,zt,) 的 一 个 局 部 基 ; 任 给 网 {zx,} CX, 有 

zx 一 0( 依 tz 全 zr 一 0(YFE0) 
SOVFEo, 对 AEF 有 f(r) 0. 

因此 ,拓扑 也 称 为 c 中 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 . 

对 偶 地 ,利用 X 中 适当 的 集 族 c, 可 定义 X*” 上 的 局 部 凸 拓扑 t. 若是 
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六 "(或 XX ) 的 有 限 子 集 之 全 体 , 则 显然 o 满足 上 述 的 条 件 (C ) 一 (C) ,az 在 X 
(或 X" ) 中 导入 的 拓扑 就 是 弱 拓 扑 nr。 (或 弱 * 拓扑 2 ). 注意 ,有 限 子 集 族 是 
满足 条 件 (C,) 一 (C,) 的 最 小 集 族 . 另 一 方面 ,显然 条 件 (C;) 推 出 Fe o 皆 为 
弱 " 有 界 集 ( 当 cC 2x 满足 (C;) 时 A E o 是 弱 有 界 集 ), 弱 * 有 界 集 族 (或 弱 有 
界 集 族 ) 是 满足 条 件 (C )~(C,) 的 最 大 集 族 ,它们 自然 定义 出 所 谓 强 拓扑 . 

4.4.13 定义 ”由 X* 中 弱 " 有 界 集 之 全 体 在 X 上 导入 一 拓扑 r,，, 称 为 X 
上 的 强 拓扑 ;由 X 中 弱 有 界 ( 一 有 界 ) 集 之 全 体 在 X* 上 导入 一 拓扑 二， 称 为 
s ”上 的 强 拓扑 . 分 别 以 X 与 X* 记 (X,r,) 与 (X* ,ry ), 拓扑 与 r* 也 分 
别称 为 8 CX,X" ) 拓扑 与 BCX* ,XX) 拓扑 ， 

由 前 面 的 分 析 知 , X* 的 一 个 局 部 基 是 

{4°:A CX 是 有 界 集 }， 
半 范 | ， | 正好 是 集 4" 的 Minkowski 泛 函 . 对 于 X* 中 的 网 {f.}, 
太一 0( 依 mr ) 合 任 给 有 界 集 A CX, 有 | f.e4->0， 
仿 任 给 有 界 集 ACCX, 在 A 上 f(x) 地 0. 

对 于 X, 有 类 似 的 结论 . 

4. 4. 14 命题 (i) 若 c 是 X* 的 等 度 连续 子 集 之 全 体 , 则 ==( X 上 的 
原 拓扑 ); 下 CC X" 等 度 连续 铺 | ,| 是 X 上 的 连续 半 范 . 

(GD rCry 若 X 是 Frechet 空 间 , 则 r*=-, 9 

(iii) 若 X 是 赋 范 空间 , 则 r* 是 范 数 拓扑 . 

证 (i) 若 FCX* 等 度 连续 , 则 有 0- 邻 域 UCX, 使 UC 另 -方面 ， 
任 给 闭 绝 对 凸 0- 邻 域 V CX, 有 下 =V Eo (用 4.2.7), 外 二 V (用 (12)). 
综合 以 上 两 方面 推出 mx = z 

(ii) 由 等 度 连续 蕴涵 弱 " 有 界 与 已 证 的 (iD 得 出 rCr (参考 4.4.8 之 证 ). 
若是 Fréchet 空间 , 则 在 X 中 等 度 连 续 全 弱 * 有 界 , 故 二 工 . 

(iii) 只 要 注意 以 下 事实 : 任 给 {f,} CC X* ,有 

fn 司 0( 依 ) 马 在 每 个 有 界 集 上 f, 二 0 
仿 在 单位 球 上 f; = 0 
S11fl—0. 口 ] 


Y 4.5 儿 类 特殊 局 部 凸 空间 


有 几 类 特殊 的 LCS, 其 结构 有 某 些 可 注意 之 处 ,在 本 节 中 给 以 简单 讨论 . 


(21) 


”对 于 赋 范 空间 X, 通常 称 X 中 的 范 数 拓扑 为 强 拓扑 . 
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本 节 总 设 (X,r) 是 KK 上 的 LCS, X” 一 (Xr ”reyze 等 记号 依 8 4. 4. 
A， 有 界 型 空间 


类 比 于 有 界线 性 泛 函 ,引入 以 下 述 语 : 若 X 上 一 半 范 也 在 每 个 有 界 集 上 
有 界 , 则 称 p 为 有 界 半 范 . 直接 看 出 连续 半 范 必 为 有 界 半 范 ,反之 则 未 必 ( 对 昭 
4. 2. 1). 于 是 有 以 下 概念 之 设 . 

4.5.1 定 义 设 X 是 K 上 的 LCS. 若 X 上 的 有 界 半 范 皆 连 续 , 则 称 X 为 
有 界 型 空间 或 而 空 间 . 

看 过 以 下 等 价 刻画 之 后 ,对 于 有 界 型 空间 你 会 看 得 更 清楚 些 . 

4. 5.2 定理 ”对 于 局 部 凸 空间 X, 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(i) 了 是 有 界 型 空间 ; 

(ii) 车 4ACX 是 绝对 凸 集 ,对 任 给 有 界 集 BCX, 有 8>0 使 BC , 则 
A 是 X 的 0- 邻 域 ; 

(ii) 任 给 LCSY, 从 X 到 了 的 有 界线 性 算 子 必 连 续 ， 

(iv) X 上 的 有 界 半 范 之 全 体 构成 生成 半 范 族 . 

证 0) 全 (iD, 设 A 依 条 件 (iD, ms 是 A 的 Minkowski 泛 函 , 则 jpn 是 半 
范 ,只 需 证 ys 连续 (用 4.1.11). 因 久 是 有 界 型 空间 , 故 又 只 需 说 明 wa 是 有 界 
半 范 ,这 由 A4 C {jy 过 有 推出 (参看 $4.1(1D). 

(让 ) 访 (i). 设 T;:X 一 Y 了 是 有 界线 性 算 子 . 任 给 Y 的 绝对 凸 0- 邻 域 V,A 
= TV 是 绝对 凸 集 ( 依 4. 1. 3). 任 给 有 界 集 BCX, 因 TB 有 界 , 故 有 8>>0 
使 TB CC 多 ,从 而 BC BA, 于 是 由 条 件 (i) 推 出 A 是 X 的 0- 邻 域 , 且 TA CC 
V, 这 表明 工 连续 . 

(i 之 (). 设 Pp 是 X 上 的 有 界 半 范 .将 pp 添加 到 X 的 某 个 生成 半 范 族 以 
加 强 X 中 的 拓扑 ,如 此 而 得 的 LCS 记 作 X , 则 单位 算 子 1:X 一 X 是 有 界 算 
子 . 由 条 件 (ii), [应 连续 ,因而 p 为 连续 半 范 . 故 X 是 有 界 型 空间 ， 

(人 (iv) 是 明显 的 ， [DD 

一 般 地 ,车 以 已 记 X 上 有 界 半 范 之 全 体 , 则 已 在 X 上 生成 一 个 局 部 凸 拓 
扑 民 显然 强 于 原 拓扑 zt. 任 给 ACX, 当 A 为 记 有 界 时 任何 p EP 在 A 上 
有 界 , 因 而 A 性 有 界 ( 参 考 §4.1(17)). 反之 , 若 A 为 寺 有 界 , 它 显然 必 开 
有 界 . 因此 ,是 X 上 使 有 界 集 不 减少 的 最 强 局 部 凸 拓扑 . 显然 (X,z) 是 有 界 
型 空间 , X 是 有 界 型 空间 今 + 二 去 

4. 5.3 推论 〈iD 可 度量 化 的 LCS 是 有 界 型 空间 ，; 

(ii) 车 关上 的 弱 拓 扑 z 不 等 于 原 拓扑 , 则 Xs 必 不 可 度量 化 . 

证 ” (i) 直接 由 4. 5.2Gii) 与 4.2.1 推 出. 

(ii) 因 X 上 的 弱 有 界 集 即 有 界 集 , 故 1;:X -> X 是 一 个 有 界 算 子 . 若 X。 
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可 度量 化 , 则 T,X 一 和 连续 ,这 将 推出 r 等 于 原 拓 扑 . 
B. 桶 空间 与 Montel 空间 


4.5.4 定义 ”绝对 是 的 闭 吸收 集 称 为 桶 . 若 XX 是 LCS 日 其 中 的 桶 皆 为 0- 
邻 域 , 则 称 X 为 枉 空 间 ; 若 再 假定 X 中 的 有 和 界 闭 集 皆 为 紧 集 (含有 界 集 缘 为 相 
对 紧 集 ) , 则 称 X 为 Montel 空间 . 

车 ACX 是 一 个 桶 , 则 由 其 吸收 性 得 出 X= 二 U nA. 车 XX 是 第 二 纲 的 , 则 
必 有 xo。E A”, 从 而 A 一 zxo 是 站 的 0- 邻 域 .但 A 一 xoCCA+-AC2A, 故 A 为 
0- 邻 域 . 这 就 得 出 结论 :第 二 纲 的 LCS 是 桶 空间 . 因此 , 桶 空间 介 于 局 部 凸 
Fréchet 空间 与 一 般 LCS 之 间 . 凡 需 要 使 用 纲 论证 的 问题 ,可 以 考虑 以 桶 空间 代 
替 Frechet 空间 . 例如 ,利用 桶 空间 ,可 建立 如 下 的 一 致 有 界 原理 (参照 4. 2. 9). 

4. 5.5 定理 设 X 是 桶 空间 ,了 Y 是 LCS, FCL(X,Y), VxEX,F(x) 会 
{Tx :TE F} 有 界 , 则 下 等 度 连续 ,从 而 一 臻 有 界 . 

证 ” 任 给 闭 绝对 机 0- 邻 域 V CY, 令 U=NMrerTTV, 则 FC(U) 
二 rerTU CV, 只 要 指明 U 是 X 的 0- 邻 域 . U 显然 是 闭 绝对 凸 集 . Vx E 
X, 有 B00 使 F(x) CPV, 从 而 x€ BU, 可 见 U 是 吸收 集 , 因 而 是 一 个 桶 . 
因 X 是 桶 空间 , 故 U 为 0- 邻 域 ,如 所 要 证 . 口 ] 

现在 给 出 桶 空间 的 一 些 等 价 刻画 . 

4. 5.6 定理 ”对 于 局 部 凸 空 间 X, 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(GD X 是 桶 空间 ; 

(ii) X* 中 的 弱 * 有 界 集 等 度 连 续 ; 

(iii) X 中 的 强 拓扑 r, 重合 于 原 拓 扑 r; 

(iv) X 上 的 下 半 连 续 半 范 皆 连续 . 

证 〈iD 一 (ii 直接 从 4. 5. 5 推出 . 

GD 一 (ii). 条 件 (iD) 推 出 在 X” 中 等 度 连续 等 价 于 一 致 有 界 , 于 是 由 命题 
. 12() 知 r 重合 于 原 拓扑 . 

Qi) 二 (0). 设 ACX 是 一 个 桶 , 下 二 A, 下 显然 在 A 上 一 致 有 界 , 这 结合 
A 是 吸收 集 推出 每 个 FCr)(x €E X) 有 界 , 即 下 弱 *“ 有 界 ,因而 天 是 X 的 强 0- 
邻 域 . 若 条 件 (ii) 满 足 , 则 磋 为 X 的 0- 邻 域 . 由 双 极 定理 ($4.4(12)), 有 A 
二 了 , 故 A 是 X 的 0- 邻 域 ,因此 X 是 桶 空间 . 

(>(iv). 车 p 是 X 上 的 下 半 连 续 半 范 , 则 A 会 {p 志 1) 是 桶 .车 XX 是 桶 
空间 , 则 A 是 X 的 0- 邻 域 ,由 此 易 推出 之 连续 . 

(iv) 过 (i). 设 ACX 是 一 个 桶 , 则 其 Minkowski 泛 函 是 一 个 半 范 上 且 A 

C {pa 和 1} 04.1.11). 若 pz) 委 1 则 有 my1, 使 得 zEaA. 令 2 一 co 得 


4. 


心 
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zEA4, 放 4A=( 委 1 因此 {t 委 于 = 从 是 闭 集 (YVr>>0). 这 表明 以 
下 半 连 续 , 由 条 件 (iv) 推 出 y 连续 ,由 引 理 4.1.11 推出 A 是 X 的 0- 邻 域 . 故 
X 是 桶 空间 . 

定理 4. 5. 6 结合 4. 4. 8( 让 得 出 :局 部 是 的 Fréchet 空间 是 桶 空间 . 

4. 5.7 定理 设 X 是 Montel 空间 , 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) 任 给 弱 " 有 界 集 下 CC XX* ,上 的 强 折 扑 合 于 出 "拓扑 ， 

(ii) X” 中 的 序列 弱 * 收敛 推出 强 收敛 , X” 序列 弱 " 完备 ; 

(iii) 者 XX 还 是 Fréchet 空间 , 则 X 中 的 序列 弱 收 敛 推出 收 公 , X 序列 弱 
完备 且 可 分 ; 

(iv) X 是 不 可 赋 范 的 ,除非 dim X 二 co. 

证 (i) 设 在 下 中方 六 六 今 要 证 对 任 给 有 界 集 ACX 有 

1f 一 fa 一 0 (参考 $4.4(21)). 
因 有 界 集 A 为 相对 紧 集 , 故 必 全 有 界 . 由 下 弱 * 有 界 推出 . 下 是 一 个 桶 ,因而 
是 XX 的 0- 邻 域 . Ye >> 0, 必 存 在 有 限 集 B CX, 使 ACB+eF, 由 此 推出 
| f.—fla—0. 

(ii) 设 在 X 中 到 闫 了 , 则 1{f) 必 弱 "有 界 ,因而 由 (Gi) 推出 {f,) 强 收敛 
于 f. 其 次 , 设 序列 {f,} CCX* 点 态 收 禹 于 XX 上 某 个 线性 泛 画 三 由 ;{ 户 } 绊 ” 
有 界 与 4. 5. 6 推出 1f,) 等 度 连 续 ,从 而 在 某 0- 邻 域 U CX 上 一 臻 有 界 ( 用 
4.2.7). 这 推出 f 在 U 上 有 界 ,因而 f€ XX* (用 4.3.1). 故 f, 关 ff,X* 是 序 
列 弱 * 完备 的 , 

(iii) 现在 附设 X 是 Fréchet 空间 . 若 在 X 中 zx 、0, 则 (x,) 有 界 ( 用 
4.4.8(D)，, 因 而 相对 紧 , 于 是 有 收敛 子 列 . 将 此 结论 用 到 (x,) 的 每 _ 子 加 得 得 
出 x, — 0, 

(7,) 是 弱 Cauchy 列 , 则 {x,} 亦 有 界 ,因而 上 面 的 推理 同样 得 出 {x 
收敛 (等 价 于 弱 收敛 ). 因此 X 是 序列 弱 完 备 的 . 

最 后 证 X 可 分 , 取 X 的 一 个 生成 半 范 族 {| 。 :i € N}, 不妨 设 
|. 中; 对 :递增 . 若 Yn E€ N, 有 可 数 集 4,, 使 A, 依 半 范 | .1 ,在 X 中 笛 
密 , 则 U A, 必 在 X 中 稠密 ,因而 X 可 分 . 若 如 上 的 {A,) 不 存在 ， i 1 
如 nn 二 1, 如 上 的 Ai 不 存在 ,因而 有 不 可 数 集 Bi 一 X， 使 它 关于 | ，|， 
界 , 其 中 任 两 点 依 上 | ，| | 的 距离 宕 e 守 0. B 必 有 不 可 数 子 集 B., , 它 依 | ， 
有 界 ，……… ,如 此 相继 取出 不 可 数 集 B,,B, 依 上 。 | , 有 界 . 任 取 x, E B,, 对 
不 同 的 xz 互 异 , 则 {x,} 有 界 , 它 不 含 收敛 子 列 ,这 与 X 为 Montel 空间 相 
矛盾 . 

(iv) 车 dimX=co, 则 X 必 无 紧 0- 邻 域 (用 4. 1.17) ,因而 不 存在 有 界 0- 
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邻 域 , 故 X 是 不 可 赋 范 的 (用 4.1. 16). 

C. 归纳 极限 

一 些 应 用 上 重要 的 TVS, 可 自然 地 表 为 一 个 升 列 的 极限 ; X = limX,, 即 
X 二 UX,,X, 是 X 的 子 空间 且 X, C Xni( Yn N),X, 通常 是 结构 较 简单 
或 较为 被 我 们 所 熟知 的 空间 . 若 能 从 对 X, 所 获得 的 知识 顺利 地 推断 出 关于 XX 
的 结论 ,那么 对 于 空间 X 的 研究 就 有 了 一 条 简便 的 途径 . 关键 的 问题 是 : X 的 
拓扑 结构 如 何 由 X, 的 结构 决定 ?所 谓 归 纳 极限 拓扑 给 出 了 从 {X,) 构成 空 
间 X 的 一 种 重要 方法 . 为 了 描述 这 种 有 点 特别 的 构成 法 ,首先 建立 一 个 关键 
性 的 引 理 . 

4.5.8 引 理 设 A 是 局 部 凸 空间 X 的 闭 子 空间 , U 是 A 的 凸 0- 邻 域 ， 
xo € U', 则 存在 X 的 凸 0- 邻 域 V, 使 U = A 站 nV,xo EV. 

证 设 吕 =AN 门 W,W 是 X 的 0- 邻 域 . 取 XX 的 凸 0- 邻 域 C, 使 CCW,， 
则 忆 =coCCUD) 是 XX 的 凸 0- 邻 域 , 且 U = A 门 D. 若 xo€ A, 则 取 V = 
D 已 合 引 理 要 求 . 若 xo 人 4, 则 有 六 的 凸 0- 令 域 B, 使 zo EA+B= P17'PB， 
此 处 P:X 一 X/A 是 投影 . 于 是 

V= DN (A+B) 
是 X 的 凸 0- 邻 域 , x。 EV， 
ANMNV=UN(A+B)=U. 口 

4. 5.9 定理 设 X,(n EN) 是 一 族 LCS, X, 是 Xi 的 闭 子 空间 ,X==U 
X,， 

= {UCX:U 是 凸 集 且 UN X, 是 ,的 0- 令 域 (Yn € N))}，(1) 
则 以 为 局 部 基 生 成 XX 上 一 局 部 凸 拓 扑 <, 每 个 X, 是 (X,r) 的 子 空间 . 

证 首先 验证 勾 满 足 4. 1. 1 中 条 件 (i) 一 (v) .条 件 (iD(Cii)(Cv)( 依 4. 1. 1， 
下 同 ) 明 显 满足 . 若 0 关 xo EX, 则 有 Xi 的 是 0- 令 域 Ui ,xo EUi. 又 有 Xs 的 
凸 0- 邻 域 D ,使 让 =U mmXz 蕊 [2( 依 4.5.8). 0… ,如 此 依次 得 到 X， 
的 凸 0- 邻 域 U,， 使 U, 一 U, 站 .| » Xo € U, ,NO 二 2，3，…. 于 是 Xo 
EU 人 AU,UNX, = U,, 因此 UE Yd,zxo EN NY, 名 件 (i) 满 足 . 
YU E WU,n € NN, 取 X, 的 绝对 凸 0- 邻 域 U,, 使 U, CUNX,. 邻 V = 
co(U DD), 则 VE 和 当 |a| 过 1 时 aVCVCU, 故 条 件 (iv) 满 足 . 因此 YN 生 
成 X 上 一 局 部 凸 拓扑 r. 

给 定 n€ NN 与 X, 的 凸 0- 邻 域 UVA > n, 如 同上 面 之 证 ,可 用 引 理 
4.5. 8 求 得 X. 的 凸 邻 域 Ui,， 使 U1 = Ui Nn el， 于 是 U=U?U € YW,U, 一 
U 门 X,. 这 表明 X, 是 (X,r) 的 子 空间 . 
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当局 部 凸 空间 如 4.5.9 那 样 构成 时 , 称 X 为 空间 序列 {X,} 的 归 
纳 极限 ,写作 X = ，， 称 z 为 归纳 极限 拓扑 . 若 每 个 X, 是 Fréchet 空 空间 ， 
则 称 X 为 LF sa 

在 运用 归纳 极限 拓扑 时 ,我 们 并 不 希望 直接 利用 式 (1) 与 4. 5. 8 构成 所 需 

0- 邻 域 ,而 是 尽 可 能 建立 联系 于 X, 与 X = lim X, 的 一 些 命题 ,然后 利用 这 

一 上 三 果 处 小 上 的 攻 限 拉克 下 面 的 命题 是 基本 的 . 

4. 5. 10 命题 设 X= limX, 与 义 依 4.5.9, 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) ACX 有 界 久 jnEN, 使 ACX, 且 A 在 X, 中 有 界 ; 

(让 在 XX 中 x 一 0SInEN, 使 {zx4) CX, 且 在 X, 中 x ->0; 

《ii) 任 给 局 部 凸 空间 Y 与 线性 算 子 T:X->Y, 丁 连续 属 YnEN,T|X, 
连续 ; 

(iv) 若 每 个 X, 可 分 , 则 X 可 分 ; 

(v) 若 每 个 X, 完备 , 则 X 完备 ， 

证 Gi) 设 A 在 X 中 有 界 , YEN, 有 2 E A\X,. 取 X 的 西 0- 邻 域 
Ui, 使 x EU; 取 X; 的 贞 0- 邻 域 Us, 使 二 X 站 Us.k'xs EU,k=1， 
2; 又 取 Xs 的 凸 0- 邻 域 Va, 使 U, = X; 门 Vark € Vailk = 1,2); 令 
Da 一 Val 站 J 则 U; 一 入 NN Us 肖 kk E Us ,一 1, 2,3. 如 此 无 限 进行 ,得 


凸 集 列 { 太 使 得 全 灾区 局 (1 委 有 委 1 一 1,2,…). 于 是 U==UU,E%W, 这 
与 {1 ) 有 界 巴 盾 因此 必 有 某 个 X, 包含 A,A 显然 在 X, 中 有 界 . 其 逆 不 必 证 . 
(iD 由 (iD 推出 . 


(iii) 若 每 个 工 | X, 连续 , 则 对 任 给 凸 0- 邻 域 V CY， 
XN TV= (TXTV 
是 X, 的 0- 邻 域 ,因而 TV € %, 这 表明 了 连续 . 其 道 不 必 证 . 
(iv) 是 明显 的 . 
(v) 为 简单 起 见 , 只 证 X 是 序列 完备 的 . 设 (x,; CX 是 一 Cauchy 列 , 则 
{zx) 必 有 界 , 因 而 含 于 某 个 X， (用 已 证 的 (iD ) , 故 必 收 敛 . 口 


D. LF 空间 


归纳 极限 拓扑 的 主要 应 用 之 一 ,是 为 广义 函数 理论 中 的 检验 函数 空间 提 
供 一 个 有 效 的 描述 ,后 者 是 一 个 LF 空间 . 因此 ,有 必要 对 LF 空间 作 某 些 更 详 
细 的 讨论 . LF 空间 除了 具有 归纳 极限 的 一 般 性 质 之 外 ,还 有 一 些 非常 有 趣 的 
特殊 性 质 . 

以 下 设 X = lim X, 是 给 定 的 LE 空间. 首先 ,从 已 知 结论 可 推出 如 下 结果 ， 

4. 5. 11 命题 (D LF 空 间 X 是 完备 的 ， 

(ii) 若 X, 天 XCV2aEN)， 则 X 必 不 可 度量 化 . 


”134， 第 4 章 拓扑 向 量 空间 


(iii) 车 了 是 LCS, T:X-=Y 是 一 线性 算 子 , 则 工 连续 全 工 有 界 全 任 给 
收敛 序 列 (x4) C X, 有 TUlimzrs) = lim7ze; 若 了 也 是 LF 空间, 了 是 双 射 ， 


Xi 王 0 名 Tre 一 0, 则 工 为 拓扑 同 构 . 
(iv) LF 空间 是 有 界 型 空间 . 
证 (1) 直接 由 4. 5. 10(v) 推 出 . 
(ii) 若 X 可 度量 化 , 则 必 为 Baire 空间 (3. 2. 6) ,因而 有 某 个 X, 在 X 中 含 
内 点 (3. 2.7), 因 而 X, 一 X( 用 4.1.3(Cv))， 
(ii) 直接 由 4. 5. 10 推出 ,Civ) 由 (ii) 与 4.5. 2 推出 ， 
4. 5. 10 与 4.5.11 表明 ,IF 空间 几乎 可 完全 用 序列 来 刻画 ,因而 其 行为 
就 好 像 是 一 个 Frechet 空间 ,尽管 它 并 非 Fréchet 空间 (除非 是 X= X, 这 种 不 
必 考 虑 的 退化 情况 ). 下 面 是 表明 LF 空间 类 似 于 Fréchet 空间 的 更 有 趣 的 结 
论 . 
4. 5. 12 定理 (Dieudonné-Schwartz 1949) 设 X=limX, 与 Y= limY, 
是 LF 空间 , TE LC(X,Y), 则 每 个 TX, 含 于 某 个 Y,, 当 TX = 工时 工 是 开 
映射 (对 照 4. 2. 4(i)). 
证 取 定 ”EN. 因 X, 一 UCx 站 TYo) 故 了 mcEN, 使 X 们 太 Y 
在 X, 中 有 内 点 ,于 是 X; 门 TY 一 X, (4.1.3), 即 TX, CY,. 
其 次 设 TX = 王立 为 证 工 为 开 映 射 , 只 要 证 : 任 给 和 的 凸 0- 邻 域 U, Vk € 
N,Yi 门 TU 是 YY 的 0 入 城 (参考 1. 3. 15 与 4. 5.9). 因 
Ye =U (Yi 门卫) =U TZ , 
其 中 Za。 一 X, T 了 是 X， 的 闭 子 空 s 间 ， 故 Jn€N, 使 TZ 是 六 中 的 第 
二 纲 集 ,因而 工 : Z。 -> Ys 是 开 映 射 (用 4. 2. 3). 这 推出 
TU ff Zrx) = YN) TOU 2,) 
是 YY 的 0- 邻 域 ,因此 Y; 由 TU 是 的 0- 邻 域 ,如 所 要 证 . 国 | 
显然 ,定理 4. 5. 12 可 看 作 开 映射 定理 的 推广 , 这 就 表明 ,在 一 个 最 重要 的 
方面 ,LF 空间 继承 了 Fréchet 空间 的 性 质 . 
我 们 已 经 指出 ,局 部 凸 的 Fréchet 空间 是 桶 空间 . 现在 指明 ,LF 空间 亦 是 
如 此 . 
4. 5. 13 命题 LF 空间 X 二 lim X, 是 桶 空间 ,如 果 每 个 X, 是 Montel 空 
间 , 则 X 亦 是 Montel 空间 . 
证 若 ACX 是 一 个 桶 , 则 YnE N,A 门 X, 是 X, 中 的 桶 ,因而 是 X, 的 
0- 邻 域 ( 依 4. 5. 4). 而 这 又 推出 A 是 X 的 0- 邻 域 (4.5.9), 故 X 是 桶 空间 . 
其 次 设 每 个 X, 是 Montel 空间 , ACCX 是 有 界 闭 集 , 则 A 是 菜 个 X, 的 有 
界 闭 子 集 ,因而 必 为 紧 集 . 这 表明 X 是 Montel 空间 . 口 
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由 于 有 以 上 结果 ,可 将 桶 空间 的 结论 用 于 LF 空间 . 而 当 X, 是 Montel 空 
间 时 ,又 可 将 Montel 空间 的 结论 用 于 LF 空间 . 下 面 汇集 主要 的 结论 以 备用 . 

4.5.14 推论 设 X= limX, 是 LF 空间, 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) 一 臻 有 界 原理 :车 YY 是 LCS, FCLCX,Y),Vr€ X,F(x)= {Tz: 
TE F} 有 和 界 , 则 下 等 度 连续 ,是 一 致 有 界 . 

(ii) 阁下 CX"*, 则 下 纶 "有 界 仿 下 等 度 连续 今 下 一 臻 有 界 , 下 弱 " 紧 
今 下 弱 ' 闭 且 弱 * 有 界 . 

(iii) 若 每 个 X, 可 分 , 则 X” 中 的 弱 * 有 界 序列 含 弱 " 收敛 子 列 . 

(iv) 若 每 个 X, 是 Montel 空间 , 则 X* 序列 弱 " 完备 , X” 中 的 弱 " 收敛 
序列 必 强 收敛. 

证 0) 由 4.5.5 推 出 ,() 由 4.5.6 与 4.4.7 推 出 ,G0) 由 (0) 及 4.5.11 
(iv) ,4. 4. 11 推出 ,(iv) 由 4.5.13 与 4.5.7 推出 . 口 

以 上 结论 对 于 广义 函数 理论 的 展 并 是 基本 的 . 


E，Mackey 空间 


考察 定义 4. 4. 1 看 出 ,拓扑 s(X,X* ) 与 o(X* ,XX) 实际 上 完全 决定 于 集 
X 与 X* ,而 与 X,X* 赋予 什么 拓扑 无 关 . 因此 , 若 X 上 的 局 部 凸 拓扑 ri 使 得 
(X,)" 二 XX*，, 则 以 震 换 t 并 不 改变 拓扑 co( 关 ,XX* ) 与 oC(X* ,X). 如 上 的 
zl 称 为 = 的 相 容 拓扑 . 显然 ,这 种 意义 上 的 相 容 性 是 一 等 价 关系 . 如 何 判定 rm 
与 + 相 容 ?以 下 定理 给 出 了 一 个 很 简单 的 方法 . 

4. 5. 15 定理 (Mackey-Ares) 设 忆 是 X 上 的 局 部 凸 拓扑 , 则 =m 与 = 相 容 
全 CCnCr: 此 处 zt 是 XX 上 由 集 族 s = (下 CCX* :下 是 绝对 凸 弱 ” 紧 集 } 
生成 的 拓扑 (参考 $ 4. 4E). 

证 首先 设 z 与 tc 相 容 . 直接 看 出 Cn. 任 给 (X,r ) 的 绝对 凸 闭 0- 邻 
域 V, 有 WEc( 用 4.4.6, 注 意 V" 不 依赖 于 m ), 于 是 "(V" ) 是 C(X,m) 的 0- 
邻 域 .但 由 双 极 定理 有 V ="(V), 故 得 mm Cz. 

其 次 设 mCmCr 则 X = 二 (X,tw)” 性 (XX,n)”CC(X,t)* ,只 要 
证 (X,r) CX*.YF,GE0, 有 FUGCF+G Eo (参考 命题 4.1.3 与 
4. 1.7). 由 此 易 见 o 满 足 3 4. 4E 中 的 条 件 (CD 一 (Co) ,因此 (| ，|e:FEo} 
是 (X,z,) 的 基本 半 范 族 . 任 给 f E (X,t)*, 必 及 Eo, 使 | f(x) | 和 < 
上 zeCYx EX). 这 推出 fE (CF), 此 处 (FF)? 是 对 (X,t,)" 取 的 . 因 下 在 
(X,t,)” 中 也 是 弱 * 紧 的 , 故 由 双 极 定理 有 ff € FCX*. 口 

4.5. 15 表明 ,与 = 相 容 的 局 部 凸 拓扑 全 部 介 于 ru 与 re 之 间 , 当然 也 包括 
ro 与 rw, 二 者 分 别 为 与 = 相 容 的 最 小 与 最 大 局 部 凸 拓扑 . zc 是 我 们 所 熟知 的 ， 
关于 zt 则 设立 以 下 概念 . 
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4. 5. 16 定义 与 X 上 的 原 拓扑 * 相 容 的 最 大 局 部 凸 拓扑 称 为 r 的 Mack- 
ey 拓扑 , 记 作 r(X,X*). 于 是 rmCrCrX,X ) 若 r 二 tr(X,X*), 则 称 
(X,r) 为 Mackey 空间 . 

注意 对 任何 与 + 相 容 的 局 部 凸 拓扑 ri,r(X,X* ) 也 是 mm 的 Mackey 拓 
扑 , 特 别 , r(X,X- ) 是 r 的 Mackey 拓扑 . 每 个 局 部 凸 空间 (X,r) 对 应 唯一 
的 Mackey 空间 , 即 (X,r(X,X*)). 以 zX*,X) 记 忒 的 Mackey 拓扑 ,由 对 
偶 性 (参看 定理 4. 4. 2 及 其 后 的 说 明 ), r(X* ,X) 就 是 由 集 族 {A CX: A 是 
绝对 凸 弱 紧 集 } 生 成 的 拓扑 . 

因 X 中 的 zc 有 界 与 r(X,X*) 有 界 一 致 ( 由 4. 4. 8(i), 有 界 仅 决定 于 
X ”1), 故 单位 算 子 1:(X,r) > (X,r(X,X* )) 是 有 界 算 子 . 因此 当 X 为 有 界 
型 空间 时 必 一 r(X,X*) (用 4.5.2). 这 表明 有 界 型 空间 是 Mackey 空间 , 特 
别 ,可 度量 化 的 LCS 是 Mackey 空间 . 

4. 5.17 定义 设 X 是 LCS. 若 (XE)" =(X*)*( 镶 X=(X*)*), 则 称 
XX 为 半 自 反 空 间 ; 若 X 与 X: 均 为 半 自 反 空间 有 zt 二 BCX,X’), 则 称 X 为 自 
反 LCS, 简 称 为 自 反 空间 . 

由 定义 直接 看 出 , X 是 半 自 反 空 间 全 = 是 r 的 Mackey 拓扑 . 因此 ,XX 
是 自 反 空间 铺 r 与? 分 别 为 ru。 与 rz 的 Mackey 拓扑 且 z 二 zc. 可 见 自 反 空 
间 是 Mackey 空间 ,由 4. 5.6, 自 反 空 间 是 桶 空间 . 

若 X 的 每 个 有 界 Cauchy 网 收敛 , 则 称 X 为 拟 完备 空间 (或 有 界 完备 空 
. 显然 , X 是 拟 完 备 的 多 X 中 每 个 有 界 闭 集 是 完备 的 . 

4. 5. 18 定理 ”对 于 局 部 是 空间 X, 以 下 条 件 互 相等 价 : 

(i) X 是 半 自 反 的 ; 

(ii) BCX* ,X) 一 rCX ,X); 

(iii) X 中 的 有 界 弱 闭 集 为 弱 紧 集 ( 全 有 界 集 为 相对 弱 紧 集 )， 

(iv) X 是 弱 拟 完备 的 . 

证 已 直接 从 定义 4. 5. 17 看 出 (De(ii)， 

(让 之 GD), 设 (让 成 立 , A CX 是 一 有 界 弱 闭 集 , 则 A? 是 (X,z(X* ,XX)) 
的 0- 邻 域 (参考 4.4. 13). 于 是 有 绝对 凸 弱 紧 集 BCX, 使 得 Br CA', 从 而 A 
CYXB*) = B (用 8 4.4(12)), 这 推出 A 为 弱 紧 集 . 

(iiD) 坊 (0), 任 给 有 界 集 A CXX, abco A 是 有 界 弱 闭 集 (用 4. 1. 6(v) 与 
4. 4.5), 因 而 依 条 件 (ii) 是 弱 紧 集 , 于 是 4" = (abco 4)" (用 84.4(5)) 是 (X， 
r(X" ,X)) 的 0- 邻 域 . 这 表明 

BX' ,X) Cr xX’ ,X), 


— 


间 


因而 (让 成立. 
(DS(V). 显然 (ii)>(iv). 反 之 , 若 X 是 弱 拟 完备 的 , A CX 是 有 界 纶 
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闭 集 , 则 A 是 弱 完 备 且 弱 全 有 界 的 ( 依 4. 4. 9) ,因而 是 弱 紧 的 ( 依 3. 1. 11). 这 
表明 (iv)=(iii)， 


3 4.6 拓扑 向 量 空间 的 例子 


应 用 上 常见 的 TVS, 大 多 是 局 部 凸 的 函数 空间 , 且 其 中 不 少 还 是 Fréchet 
空间 . 本 节 汇 集 若 干 典 型 例子 ,它们 一 方面 可 对 本 章 内 容 起 阐释 作用 ,同时 也 
供应 用 时 备查 . 自然 ,本 节 不 必 包 含 将 在 $5. 6 中 讨论 的 那些 函数 空间 . 


A. 部 分 一 致 收敛 空间 


任 给 非 空 集 Q,K2 是 K 上 的 向 量 空间 (参考 $1. 2C). 应 用 上 常见 的 
TVS, 大 都 是 K? (对 某 个 适当 的 Q ) 的 向 量子 空间 并 带 有 适当 的 局 部 止 拓扑. 
实际 上 ,在 $4.4 中 讨论 过 的 空间 X,. 与 Xz (以 及 X, 与 X; ), 正 是 这 种 形式 
下 的 LCS, 而 且 , 在 $4.4 中 定义 弱 拓 扑 与 强 拓 扑 的 方法 ,正好 推广 而 用 于 在 
K? 的 子 空间 中 定义 各 种 局 部 凸 拓扑 . 类 比 于 8$4. 3(11) ,约定 记号 

| zl = sup | x | (rE€ KK,ACD). (1) 


显然 立会 (x € K?; | xz < ceo) 是 一 个 向 量 空间 , 且 | ，| 4 是 XX 上 的 一 
个 半 范 ;对 于 {xz} CCX, 有 
zlla—>0 售 在 A 上 x,() 二 0. 
若 人 C20,XX= {rE€K?:|zxzla < 二 (VAE 加 }, 则 半 范 族 
{ | * | :AGE 

在 X 上 生成 一 个 局 部 凸 拓扑 . 适当 地 选择 集 族 :就 得 到 各 种 具体 的 LCS. 因 
这 些 空间 的 收敛 就 是 在 每 个 A € 泽 上 的 一 致 收敛 ,我 们 称 这 类 空间 为 部 分 一 
致 收敛 空间 2. 基本 的 结论 可 表 为 如 下 一 般 命题 . 

4.6.1 引 理 设 X 是 Ko 的 向 量子 空间 , YC 22 满足 条 件 : 

(Cu 9 覆盖 QA 且 儿 E34，; 

(C2:) YrxEX,AE WH 有 rla < %; 

(CGC) A,BE A>ICE AAUBCCO, 


则 有 以 下 结论 : 

(0) 以 {有 上。 a:A € 5% 为 基本 半 范 族 在 X 上 生成 一 个 局 部 凸 拓扑 , 依 
此 拓扑 , X 中 的 收敛 就 是 在 每 个 A € x 上 一 致 收 合 且 在 2 上 处 处 收敛 ( 若 除 
去 条 件 (Cs), 则 {| ,1 :A € 是 生成 半 范 族 而 未 必 为 基本 半 范 族 ). 


@ 这 一 术语 并 不 通用 ,此 处 姑且 用 之 , 意 在 强调 这 类 空间 的 基本 特征 . 
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(ii) 若 X 对 于 “每 个 4AE 汉 上 一 致 收敛? 封闭 , 则 X 是 完备 LCS; 若 进而 
设 .7: 是 可 数 族 ， 则 X 是 Fréchet 空间 . 

(i) 者 Y,.3CC.29 均 满足 条 件 (Ci),(C,), 每 个 AE :7Y 含 于 总 中 有 限 个 集 
之 并 ， 每 个 有 E 芳 含 于 必 中 有 限 个 集 之 并 , 则 由 -7 与 急 在 X 上 导入 同一 局 部 
凸 拓扑 . 

以 上 结论 的 证 明 是 平凡 的 . 

选择 不 同 的 2,:,X, 得 到 以 下 具体 结论 . 

1 设 避 是 任 一 非 空 集 , X = Ko2 ,是 吕 的 非 空 有 限 子 集 之 全 体 , 则 X 依 
基本 半 范 族 {1 ， | :A E 六 } 是 一 完备 LCS, 其 中 的 收敛 即 点 态 收 敛 ,因而 
XX 中 的 拓扑 即 K? 中 的 积 拓扑 . 如 此 构成 的 局 部 凸 空间 下 面 记 作 FECO)， 显然， 
F(Q) 是 Frechet 空间 会 0 是 可 数 集 , 因此 , F(N) 是 一 个 Fréchet 空间 ,通常 
将 其 记 为 ;. 在 s 中 可 定义 准 范 数 如 下 (参照 $ 4. 1(20))， 

lz = IAD (r= (CG) €s). (2) 
由 34.1(17), 4ACs 有 界 仿 ViE N， 有 sup | 六 [<ce 会 人 中 的 元 依 坐 标 有 界 . 
由 此 推出 , * 的 任何 0- 邻 域 无 界 ， 可 见 ; 不 可 能 是 可 赋 范 空 s 间 (参看 4. 1. 16). 

2” 设 0 是 任 一 LCH, X= 人 一 族 非 空 紧 集 目 {1K":K € 
4 覆盖 Q, 则 关 依 半 范 族 { | .| k:K € 办 是 一 完备 LCS, 其 中 的 收敛 就 是 
在 紧 集 上 一 致 收敛 ,通常 称 为 紧 一 致 收敛 . 茂生 和 再 贞 直 和 {z CCGCO) 
在 每 个 紧 集 上 一 致 收敛 , 则 在 0 的 每 点 的 一 邻 域内 一 致 收敛 (用 吕 为 LCHD)， 
因而 其 极限 函数 必 连 续 . 若 2 是 第 二 可 数 的 LCH, 取 0 中 紧 集 的 穷竭 序列 


天 ,)( 依 2. 2. 13) , 则 CCo2) 中 的 局 部 凸 拓扑 亦 可 由 半 范 族 { | .| kK :EN) 
生成 (用 4. 6. 1(ii)), 因 此 CCO) 是 一 个 Fréchet 空间 , 它 的 一 个 局 部 基 是 
{B,:n € N},B, = {x € COD: | zx <1/n), (3) 


特别 , 任 给 非 空 开 集 2 CC R" ,CGO) 依 紧 一 致 收敛 为 Frechet 空间 . 若 B, 依 式 
(3), 则 可 说 明 B, 天 const BCVnaEN)， 因 此 甩 , 缘 无界. 这 表明 CO)(COC 
R" ) 是 不 可 赋 范 的 . 

3” 设 QCC 是 任 一 非 空 开 集 , 局 (2) 是 2 上 的 解析 函数 之 全 体 , 交 如 同 
2 , 则 五 CO) 依 半 范 族 {| ，l :K€ 4%} 是 一 Fréchet 空间 ,其 中 的 收 伍 为 紧 
一 致 收敛 ( 即 复 变 函 数论 中 通常 所 说 的 内 闭 一 致 收敛 )，H(CQ) 的 完备 性 基于 
以 下 事实 :内 闭 一 致 收敛 的 解析 函数 序列 的 极限 函数 是 解析 函数 . 利用 有 关 解 
析 函 数 正 规 族 的 结论 (参考 [17, 定 理 4. 4. 4]) ,可 知 囊 (Q) 是 Montel 空 四 
看 4.5.4 与 4.5.6). 显 然 dim 万 (02) = oo, 故 HOCQ) 是 不 可 赋 范 的 ( 依 4. 5 


B. 空间 8 (0). 


取 定 非 空 开 集 C R" 与 0 中 紧 集 的 穷竭 序列 {K,,). 定义 
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| zx | ， = Sup | ar) (EC (0)), (4) 
XE RK Na: Sm 


其 中 用 了 在 文献 中 通行 的 缩 记 号 ，: 
Dial za(Z) 
zf az OX 


du (Xx) 一 
a 一 (alyaz 和 an) EL, lal 一 Da, (5) 


T= (rr Ti) EA. 
易 验 证 由 (4) 定 义 一 个 随 m 递增 的 半 范 族 , 它 分 离 C”(Q) 中 的 元 . 因此 ,以 
{| |。 : m € N}) 为 基本 半 范 族 在 C*(0) 中 生成 一 os 
4.1.12), 当 C™ (0Q) 装备 此 拓扑 时 记 作 &(Q). 容易 看 出 ,对 任 给 序列 { 
6(Q), 有 
-0 全 VaE 4;{9mur(7)) 紧 一 致 收敛 于 零 ， (6) 
可 见 5&0) 中 的 拓扑 与 {K，} 的 选择 无 关 . 对 任 给 A C6(0)， 
A 有 界 避 Va EA:{9mu:u EA} 在 
2 的 任何 紧 子 集 上 一 致 有 界 . 

4. 6. 2 命题 《0) 是 不 可 赋 范 的 Frechet 空间 , 旦 是 Montel 空间 . 

证 ”首先 证 完备 性 . 设 {uw} 是 Cauchy 列 , 则 Ya € ZZ ,{9%u1) 是 CCO) 
中 的 Cauchy 列 , 因 而 有 w E CGO) , 使 得 (9w) 在 吕 内 紧 一 致 收敛 于 zx, 令 
& 二 ww, 则 对 | a | 用 归纳 法 可 验证 rwx = w. 因此 wu € C= (2), 对 照 (6) 看 出 
在 6Q) 中 必 一 x 因此 6(0) 完备 , 故 为 Fraechet 空间 . 

其 次 证 EC2) 是 Montel 空间 ,只 要 指出 任何 有 界 序列 {x4) C 6C(Q) 必 有 
收银 子 列 .- Ya E 如 ,由 (7) 知 {9%u4) 在 0 的 每 个 紧 集 上 一 致 有 界 . 于 是 可 用 
Arzela-Ascoli 定理 ( 见 5. 6.2) 推 出 , Va E Zi，, 紧 集 K CQ,{9"ui}) 有 子 列 在 
K 上 一 致 收 和 敛 . 用 一 个 标准 的 “对 角 线 程序 ”可 选 出 {ws) 在 《C0) 中 的 收敛 子 
列 . 

因 C (0) 显然 是 无 限 维 的 , 故 6(Q) 是 不 可 赋 范 的 . 

类 似 于 ECQ), 对 任 给 "> E Z ,可 将 CO) 定义 为 一 个 Fréchet 空间 , 通 
常 记 作 6'(0). 


C. 检验 函数 空间 


设 2 与 人 天。} 仍 如 上 段 , 令 
2(0) 一 (人 EC (0);supp u 是 紧 集 ); 
QDK,) = {uv EE CON),supp uC K,}. 
Q(K,) 作为 692) 的 闲 子 空间 是 一 局 部 凸 的 Fréchet 空间 , 且 显 然 2(K,) CC 
2(K)CVm E N). 于 是 


(7) 


”140。 第 4 章 拓扑 向 量 空间 


2(0) = lim DCK。) 

是 一 个 LF 空间 , 它 就 是 Schwartz 所 称 的 检验 函数 空间 , 其 对 偶 空间 记 作 
2 (0)，, 以 与 广义 函数 论 中 通行 的 记号 一 致 .依据 Schwartz, 任 何 f € 9 (0) 
称 为 2 内 的 分 布 或 广义 函数 . 综合 LF 空间 与 空间 6(0) 的 性 质 ( 依 4. 5. 10 一 
4.5.14 与 4.6.2), 对 空间 2(0Q) 可 得 出 如 下 结论 ，: 

4.6.3 命题 (i) AC 2(0) 有 界 的 充 要 条 件 是 :存在 紧 集 KC0, 使 AC 
ZK), 且 Va€ (aa 《A) 在 K 上 一 致 有 界 . 

Ci 在 200) 中 ww 一 0 的 充 要 条 件 是 :存在 紧 集 K CQ, 使 得 fu) C 己 
DK), YaE Zi, 在 K 上 ou; =¥ 0. 

(iii) 2(Q) 是 完备 LCS 但 不 可 度量 化 . 

(iv) 2(Q) 是 Montel 空间 . 

(v) 一 个 线性 泛 函 f;2(0) -> K 是 分 布 的 充 要 条 件 是 ; 若 在 9(0) 中 
一 0( 一 co), 则 六 w) 一 0. 而 这 又 等 价 于 ;对 任 给 紧 集 K Cn, 存在 mEN 
与 8 之 0, 使 得 

| flw I<Blul, (Vu€e SCRK))， (8) 

其 中 


aul, = sup | oulx) |. 
XEK, lal<m 


(vi) 2 (9) 是 序列 弱 * 完备 的 ,其 中 的 弱 * 序列 收敛 等 价 于 强 收 敏 ; 下 玫 
2 (0) 弱 * 有 界 全 下 一 致 有 界 . 


D. 速 降 函 数 空 间 


对 任 给 xz E C”(R"),a,8E 1, 定义 
als = sup | ro (Cx) |， (9) 
ER 


其 中 x = xh x x (x 二 (x,) ,a 二 (qi)). 令 
AR') = (uu€E CRD): ul,s < ol Va Ee 2)), (10) 

称 每 个 € XR") 为 速 降 函 数 . x € C= (R") 速 降 意味 着 : Vm € N,VpE 
如 , 当 |z|> 吕 时 ghu(x) 比 | x1™ 更 快 地 趋 于 零 .关于 空间 XR") 的 主要 
结论 如 下 : 

4.6.4 命题 (i) XR") 依 可 数 半 范 族 (| .1 ,6:a,8E ZZ} 是 一 个 局 部 
凸 的 Fréchet 空间 ,在 KR") 中 ww 一 0 意味 着 :对 任 给 a,8 EC Z4 有 

Xom(x) 0 (k-—»o0,7T7 € BR"). 

(1) XR”") 是 一 个 Montel 空间 . 

(ii 若 1 委 户 < co, 则 包含 到 R") -> L*(R") 是 连续 的 . 

(iv) XR") 一 双 R") ,下 是 一 拓扑 同 构 , 其 中 如 记 z 的 Fourier 变换 ， 
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证 Gi) 只 要 考虑 完备 性 . 设 {wu} 是 叉 R") 中 的 Cauchy 列 . VBE 和 2， 
{9844) 必 在 R"” 上 一 致 收敛 于 某 个 we € CC(R"), 于 是 如 同 4.6.2 之 证 有 ww 二 
989u,u 二 w. 固定 a,BE€ ,Ye 之 0, 取 ko EN, 使 得 

| x* [ou C(x) — ou (x)] |<e (k,l > ko,x € RR"). 
令 1->oo 得 上 uw 一 ug 乏 el& 之 入). 这 正 表明 在 KR) 中 -> uk 一 co)， 

(i) 设 {wu} C R") 是 一 有 界 序列 , 则 它 在 ER") 中 亦 有 界 , 于 是 由 
4. 6. 2 有 子 列 ,不 妨 仍 记 作 {wx}，, 依 ER”) 中 的 拓扑 收敛 于 某 个 wx E Cr (CR")， 
由 {zu} 在 KR") 中 的 有 界 性 易 推 出 zx E R") 晶 在 XR”) 中 以 一 uk 一 
co). 故 R") 为 Montel 空间 . 

(iii) 这 由 以 下 事实 推出 : Yu E XR"), 有 

bal? < 1a+zlomald 


| u(r) | 


R" (1 十 | Xx [rid 
(iv) Yu € XR"),a,8 E€ 2, 由 直接 计算 有 
包 9h (6) = const[ 9° (xAu C2))] (E) ， 
上 式 右 端 有 界 , 因 此 a € KR"). 着 在 XR") 中 一 ua 一 v，, 则 
Tam~vlo< lamalot la —vlo 

|u—wulo 二 la mv -> 0 -> oo0), 
其 中 用 了 已 证 的 (iii). 故 得 &=w 因而 由 闭 图 像 定理 (4. 2. 5) 知 映射 太 R”) 一 
XNR') ,u 一 u 连续 ， Yu € XR"),u E11, 因而 由 Fourier 变换 的 反 演 定理 有 
4 二 v,vE€ XR"). 这 表明 ww 是 一 双 射 ,因而 为 同 胚 . 口 


E. 空间 S(Q) 


设 (Q,%,y) 是 一 测度 空间 , yQ 过 oo. 以 SC(Q) 记 Q 上 有 几乎 处 处 有 限 的 可 
测 函 数 之 全 体 ,几乎 处 处 相等 的 函数 不 加 区 别 . 定义 


| zl =| | zi 1Alde (xr € S(O0)). (11) 


4. 6.5 命题 SC2) 依 准 范 数 (11) 为 Frechet 空间 ,其 中 的 收敛 为 依 测度 
收敛 . 若 w 满足 条 件 : 

(CO VAE Yre (0A),IBE % 人 使 BC AB =r, 
则 SCQ)” = {0}, 因而 SC2) 不 是 LCS. 

证 由 (11) 定 义 的 外 ， | 显然 满足 1. 4. 10 中 条 件 (i 一 (证 ). 任 给 序列 
{xx) CC S(0),e € (0,1) 有 

| zl ee pl x, | e}. 
由 此 可 见 zx, 一 0 之 属于 > 0( 依 测度 py 收 伊 ). 反之 ,车 zx, -人 > 0, 则 由 
| x < emf tn) x, | €}) 
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看 出 | z, | -> 0. 这 就 得 出 

jal 一 0 后 -0 (n> o0). (12) 
利用 测度 收敛 的 性 质 ,由 此 又 推出 | 。 | 满足 1.4. 10 之 条 件 (iv), 因 此 
CS6C0), 上， |) 是 一 个 赋 准 范 空间 . (12) 表 明 SCQ) 中 的 收敛 就 是 依 测度 收 

若 {x} CS(Q) 为 Cauchy 列 , 则 可 取出 二 ns 二 …, 使 得 
2 1 zx, < oo. 
i 记 y = zx 一 zw， 则 
EdnlA Dd Dy <, 


因而 2 (| ys | 人 1) 过 00,a.e. ,这 推出 3 | y, | 二 00,a. 6.. 因此 {x } 在 
引 上 几乎 处 处 收敛 ,从 而 依 测度 收 义 于 某 个 x E SC(Q). 这 表明 SC9) 是 完备 
的 . 

现在 设 条 件 (C) 满 足 ,，f € S(Q)*. 因 Li(0) 中 的 收敛 蕴涵 测度 收敛 ( 参 
看 85.6A), 故 f| LiCQ) E Li1(0)*, 于 是 有 y E L= (DO) ,使 得 

f(x) = | zydr (x € L1(0)). 

显然 L'(0) 在 SC(Q) 中 稠密 .车 f 关 0, 则 必 f| Li(Q) 关 0, 因 而 |y| .> 
0, 于 是 有 s 之 0,4. 二 {|y| 之 e} ,使 5 会 pA, >>0. 取 A, Ch, 使 5/n 二 yA， 
三 6/(n 一 1), 令 z, 二 n(sgn y)Xa , 则 显然 x, > 0. 但 


f(x,) -| n|y| du nenA, > be, 
这 与 f(x,) ~> 0 相 矛 盾 . 因此 必 f= 0. 口 
F. 空间 1L? (0)(0<p<1) 


设 (Q,%,p) 是 一 测度 空间 , 0 < 之 p 之 1. 对 Q 上 任何 可 测 函 数 x(1), 邻 
lzlb = zco liu， G3) 


L?(0) = {zr: | zr, < oo) 
在 应 用 上 ,这 个 空间 不 及 也 1 情况 下 的 空间 L* (0) 那样 重要 . 不 过 , 它 具 有 
某 些 特殊 的 性 质 , 因 而 是 阐释 某 些 TVS 概念 的 适当 例子 . 

4.6.6 命题 L*(0) 依 准 范 数 上 ，|| ,是 一 个 局 部 有 界 的 Fréchet 空间 
(假定 其 中 几乎 处 处 相等 的 函数 不 加 区 别 ). 车 4 是 Lebesgue 测度 , 则 L?(0) 
中 不 存在 凸 开 的 非 空 真子 集 ,因此 L* C0) 不 是 LCS, 更 不 是 可 赋 范 的 ;车 了 是 
一 个 LCS, 则 LCL?CQ),Y) == {0), 特别 , L?C0)* 二 {0)， 
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证 显然 |zll，=0 合 工 一 0,ae.. 由 不 等 式 
(ae 十 bp 二 a2 十 所 (ab>20,0<p<1) 

推出 | ，|| ,满足 三 角 不 等 式 . 直接 看 出 ar ,= 二 |al*|xl| ,a€E K,rE€ 
L*(0)), 由 此 推出 | ， | ;满足 1.4.10 中 条 件 人 一 (iv). 因而 ©， | 是 一 个 
准 范 数 . 完备 性 的 证 明 与 p 之 1 时 并 无 差别 . 因此 L*(0) 是 一 个 Frechet 空 
间 . 

若 令 B=tzEL2OO): zl < 则 (B.:r>0) 是 CGO) 的 一 个 局 
部 基 , 由 B 二 下?B,(r >> 0) 得 出 Bl 有 界 , 故 L* C0) 是 局 部 有 界 的 . 

以 下 设 QCR',w 是 Lebesgue 测度 . 设 VCEL2(2) 是 一 非 空 凸 开 集 ,不 妨 
设 0EYV. 取 ->>0 使 BCV. 取 定 xE1L?,n 充 分 大 ,使 1 x1, 二 m?. 作 
分 解 2 二 U?Q;, 使 得 


| zlbpep=dlzl<m Qi<n. 

个 

令 z 一 nrXn;, 则 zi|s 二 7 站 和 xl 过 7, 故 x;€ B,. 于 是 
z— LD EV (用 VV 三)， 


这 证 得 V = L?(0). 

车 TE LCL2(0) ,站 , 任 给 Y 的 是 开 0- 邻 域 WW,TI'W 是 L?*(0) 的 凸 开 
0- 邻 域 . 由 上 面 所 证 ,有 TW = L? (0), 因此 TL?(Q0) CW. 由 W 的 任意 性 
推出 TL?(Q) = {0}. 
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在 前 几 章 中 对 于 拓扑 空间 、 度 量 空间 与 TVS 所 展开 的 结论 ,自然 都 适用 
于 赋 范 空间 . 也 有 少数 仅 适用 于 赋 范 空间 的 结果 已 在 第 4 章 中 顺便 给 出 , 且 
多 半 是 作为 某 个 一 般 的 TVS 定理 的 特殊 形式 出 现 . 但 赋 范 空间 毕竟 是 一 类 
很 特殊 的 抽象 空间 , 范 数 的 存在 得 以 在 其 中 展开 丰富 的 理论 . 那些 真正 依赖 
于 一 般 或 特殊 赋 范 结构 的 深刻 结果 , 正 是 本 章 要 考虑 的 对 象 . 考虑 的 顺序 是 ， 
一 般 赋 范 空间 ;特殊 类 型 的 Banach 空间 ;特定 的 Banach 空间 ,主要 是 函数 空 
间 . 所 考虑 的 几 类 特殊 Banach 空间 ,如 自 反 空间 、 一 致 号 空间 等 ,都 或 多 或 少 
带 有 Hilbert 空间 的 某 些 特征 ,因而 在 其 讨论 中 我 们 总 适时 地 提 到 Hilbert 空 
间 这 一 背景 ,而 为 了 对 所 引证 的 Hilbert 空间 事实 提供 一 个 方便 的 参考 ,在 最 
后 一 节 中 概述 了 Hilbert 空间 理论 的 一 些 基本 内 容 . 

在 本 章 中 , X,Y 等 总 记 K 上 的 赋 范 空间 , X,Y,X* 及 L(X,Y) 中 的 范 数 
都 记 作 | 。， | ; 未 加 说 明 时 ,在 和 与 X* 中 总 使 用 范 数 拓扑 ;说 到 久 或 Xx" 中 
的 有 界 集 时 ,总 是 指 范 数 有 界 集 . 分 别 用 Bx 与 Bx. (或 简写 为 B 与 B* ) 记 
X 与 X" 中 的 闭 单位 球 ,而 以 Sx 与 Sx (或 简写 为 与 S，) 记 相应 的 单位 球 
面 . 


》5. 1 一 般 结 论 


本 节 在 不 作 进一步 假定 的 条 件 下 展开 赋 范 空间 理论 ,所 得 的 结果 既 基于 
TVS 的 一 般 结论 ,同时 也 实质 性 地 用 到 空间 的 赋 范 结构 . 


A. 对 偶 空间 


沿用 $4.4 中 约定 的 记号 Z(/) = f(x)(x E X,f € 义 ', 参 看 定义 4.4.1). 
定理 4. 4. 2 确立 了 拓扑 同 构 
有 工 一 全 
对 于 赋 范 空间 X, 有 如 下 类 似 结果 ， 
5.1.1 命 题 设 X = (X*)* (XX 的 二 次 对 偶 ), 则 
e:X— X** 妆 一 交 (1) 
是 一 个 等 距 舱 入. 
证 任 给 x € XX, 不 等 式 ( 依 § 4.3(2)) 
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{zDD IE TAI zl (Vf EX') 
表明 ZE X** 且 | 过 上 xl. 当 x 二 0 时 显然 zl = | zl =0. 若 
Xz 关 0, 则 由 4.3.6 有 了 EX", 使 得 上 fl =1,f(x) = 外 zl 于 是 

[zl =|1znD 1 lal lfl = |:l, 
因而 3 上 二 xz. 这 表明 赋值 映射 (1) 是 一 等 距 嵌 入 . 口 


通常 称 (1) 为 正则 嵌入 . 通过 正则 艇 人 ,每 个 zxE X 自然 地 等 同 于 之 € 
XX"“*. 在 这 个 意义 上 ,可 以 认为 XC XX**. 于 是 , x € X 兼 具 双 重 身份 :一 方 
面 是 X 中 的 点 ,同时 又 是 XX" 上 的 有 界线 性 泛 函 ( 即 + ). 这 一 理解 的 直接 好 
处 是 :关于 有 界线 性 泛 函 的 某 些 结果 亦 可 用 于 向 量 x. 一 个 简单 而 又 很 说 明 问 

题 的 例子 是 ,将 范 数 公式 $》4. 3(1) 用 到 去 (xz E X) 得 
上 zl = sup | f(7) | = SUP | fCx) | ， (2) 


1 站 委 1 

公式 (2) 如 同 $ 4.3(1) 一 样 是 最 经 常 使 用 的 . 

与 4.4.2 的 一 个 重大 差别 是 ,5. 1. 1 并 未 断定 映射 (1) 为 同 构 . 这 表明 X 
通常 并 非 X* 的 对 偶 空间 ,而 只 是 X*” 的 一 部 分 . 因此 ,在 X 与 X* 的 关系 
上 ,通常 二 者 处 于 不 对 等 地 位 . 仅 当 六 二 X"* 时 ,关于 和 与 X* 的 结论 才 是 
完全 互相 对 偶 的 . 这 种 特殊 情况 将 在 下 节 中 考虑 . 

等 距 黎 和 人 XC X“" 存在 的 一 个 直接 推论 是 : X 在 X** 中 的 闭 包 就 是 X 
的 完备 化 ! X 是 完备 的 司 六 是 X** 的 闭 子 空间 . 

以 下 两 个 结果 本 质 上 是 Hahn-Banach 定理 的 推论 ,而 在 形式 上 , 则 表现 
为 一 定 线 性 方程 组 的 可 解 性 . 

5.1.2 命题 给 定 a; € K,zr; € X(i € 了 有 ,p>0, 以 下 两 条 件 互 相等 价 : 

(GD 以 下 问题 有 解 f € X” : 

f(r) = 一 aeE DD), | vo; (3) 

(ii) 对 任何 有 限 子 集 人 zz) CT 与 8 人 到 , 有 


| Dap | <al 2 Per * (4) 
证 〈D>(ii) 是 明显 的 . 下面 设 条 件 ( 让 满足 ,证 问题 (3) 可 解 . 令 A= 
span{x;}， 对 任 给 z 二 DBexs E A, 定义 
3 


f( DBrrs )= Saar 
由 不 等 式 (4) 推 出 ,如 上 定义 的 f(x) 与 表达 式 x 一 2)Brzi 无 关 , 上 日 f€ A*， 


上 fa 二 p (参考 定理 4.2.2( 让 ) 之 证 ). 显然 f(x;) 二 a(i1ED, 故 f 在 X 上 
的 保 范 扩张 ( 依 4. 3. 3(iv)) 即 是 问题 (3) 的 解 . 口 

正 因 为 未 必 有 X= 二 X** ,以 上 证 法 并 不 能 用 来 证 明 一 个 完全 的 对 偶合 
题 . 不 过 ,还 是 可 以 建立 一 个 减弱 了 的 对 偶 命题 , 它 就 是 比 5. 1. 2 深刻 得 多 的 
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以 下 著名 定理 . 

5. 1.3 Helly 定理 设 X 完 备 . 给 定 a€ K,fi€ X’*(1<i<n),p>0， 
则 以 下 两 条 件 互相 等 价 : 

(i) Ye 之 0, 以 下 问题 有 解 过 EX 


fi(7) =a(l SiN, | zl <ote; (5) 
(ii) 对 任 给 {8.} CC K, 有 
Pep.|< ol 2pj| (6) 


证 如 同 证 5.1. 2 一 样 ,只 需 证 Gi) 过 (i). 设 条 件 (ii) 满 足 , 不 妨 设 {了 

线性 无 关 . 于 是 ， 

T.X—>K’, xz-> (fi(r), fCr) ,ee, fx))T 
是 一 连续 的 线性 满 射 , 因而 是 开 上 映射 ( 依 4.2.4(iD). 取 定 e 汪 >0, 则 V 
会 TBpi.(0) 是 处 的 绝对 凸 开 0- 邻 域 . 若 问题 (5) 无 解 , 则 (w) EE V. 于 是 由 
4.3.4 有 0 和 天 (8) ER",rER, 使 得 

Re2 .8 (x) < 去 Re 2 va 六 (x € B,.(0)). 

如 同 4. 3. 5(i) 之 证 ， 从 上 述 不 等 式 推出 

| P8707) |< | > ap| (x € B,.(0)). 
于 是 


| 2:|= DB) 


于 eA 
<7i| > ai < | >Bf | “用 (6))， 


而 这 推出 2)Bf; 二 0, 与 1 万 } 二 因此 问题 (5) 必 有 解 . 口 
5.1.4 定理 设 人 是 Banach 空间 X 的 闭 子 空间 , 则 有 自然 的 等 距 同 构 ; 
A >X’/A+, /lA—>/f+Ai (f € X') (7) 
与 (X/A)" — A1, p> gP, (8) 
其 中 P:X-> X/A 是 投影 . 
证 GD 记 六 = +T4 (fEX"). 若 f,g€EX,f|1A=g|A, 则 
f 一 gE€ 4 ,因而 /==g. 另 一 方面 ,每 个 g€ A* 都 可 扩张 为 某 个 AE X*. 因 
此 ,(7) 给 出 一 个 合理 的 映射 , 它 显 然 是 一 个 线性 满 射 . 因 对 任 给 / € X" 有 
| —infl ell 
=inf{|gl:g—/f€ A:} 
= | fl = sup ,| f(z) | (用 4.3.3(iv))， 


izlel,x 
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故 (7) 为 等 距 同 构 . 

(il VpE (X/A)* ,显然 有 /全 oP EX' 且 /(A) = 0. 这 就 得 到 线性 
映射 

P'.(X/A)* >A-, yg—¢P. 
Vf/EA!, 令 p= fP "'. 因 Pr= Py > 7r—y€E A f(r)= f(y), 故 9 
是 一 个 单 值 线性 函数 . 由 pg! 一 P 广 : 及 P 为 开 映 射 (4.1.18(i)) 推 出 gE€ 
(X/A)" (用 1.3.13(iv)), 于 是 f= 二 P'* gy, 可见 P* 是 满 射 . VeE (X/A)'， 
有 
Pogl| = | oPl<lol Pl lygl, 
其 中 用 到 | P 1 1( 这 由 34.1(23) 直 接 得 出 ). 另 一 方面 ， 
| p(Px) | 一 ， nf | pCPy) | 


<1P. pl ,inf yl 


=| Poel | Pr (用 § 4.1(23))， 
这 推出 pg] 过 上 P'*g| ,因此 | P' yj = | pi, (8) 为 等 距 同 构 得 证 . 


看 了 后 面 的 5.1.10 之 后 ,你 就 知道 以 上 证 明 中 出 现 的 算 子 P' , 正 是 P 
的 对 侦 算 子 . 


B， 弱 拓扑 
首先 对 弱 收 敛 给 出 应 用 上 较 方 便 的 刻画 . 
5.1.5 定理 (i) 设 {x,) CX 有 界 , 则 x 一 x 驴 对 X" 的 某 个 基本 集 下 ， 


Vf/EF, 有 f(x,) fn 当代 时 ,有 
| < limll Xx. (9) 


(说 设 1f,}CX* 有 界 , f€EX', 则 /~ / 马 对 X 的 某 个 基本 集 B， 
VxrE€EB, 有 f.(7) > f(27); 当 户 _ 时, 有 

fl < liml fl. (10) 

证 不 妨 只 证 结论 (ii) (然后 用 5. 1. 1 得 出 (i)), 且 只 需 证 充分 性 ,可 设 


B 二 针 (否则 以 span B 代 B ). 取 定 +€E X. Ye 之 0, 取 yE€EB, 使 -vy| 
<e. 令 B= sup| |, 则 
| ff Ef ttf) fly) +! fly—x) | 
< eB+t f+ f(y) Om fy) i, 


由 此 看 出 fC(7) > f(x). 故 得 f， -和 六 若 六 和 f, 则 
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| Aoz) |= lim | f(x) | 
由 此 得 出 不 等 式 (10). 门 
以 下 是 5. 1. 3 的 一 个 有 趣 应 用 . 
5. 1.6 定理 (Goldstine) ”Bx 在 Bx 中 o(X**,X*) 稠密 . 
证 任 给 gE Bx 及 gy 的 一 个 o(X**,X*) 邻 域 
V={y€E X :| of)— yf) I<el iCn)), 
其 中 {fi) CX' ,e 之 0, 今 要 证 Bx 门 V 关 名. 因 对 任 给 {8&8}CCK 有 
| 589 < hol | Dp 
故 由 5.1.3 有 xzEX, 使 得 


jz = yg(f)( Qin, 上 zl < el 十 9， 
其 中 6 是 充分 小 的 正 数 . 于 是 > 会 (1 十 9) 'x € Bx， 
. 6 . 
fAW-pf) I? I< Uign, 


这 表明 y € Bx 门 V, 如 所 要 证 . 

从 5.1.6 直接 推出 ; X 在 X**” 中 ol(X**,X*) 稠密 . 直观 上 可 以 说 , X 
与 X ”其 实 很 接近 :每 个 pE X** 都 是 某 个 网 {z CX 的 “ 弱 极 限 ”. 

下 面 考虑 弱 拓 扑 的 度量 化 问题 . 如 4. 4. 11 所 提示 的 ,这 一 问题 与 可 分 性 
有 关 . 为 简便 起 见 , 下 面 令 B= Bx,B’ = Bx: 9 一 9x 9 = Sx*. 容易 看 
出 ; XX 可 分 ( 弱 可 分 ) 今 B 可 分 ( 弱 可 分 ), X” 可 分 ( 弱 ' 可 分 ) 全 B* 可 分 
( 弱 * 可 分 ), B 依 弱 拓 扑 可 度量 化 久 任何 有 界 集 A 己 X 依 弱 拓 扑 可 度量 化 ， 
B" 依 弱 * 拓扑 可 度量 化 参 任何 有 界 集 下 己 XX" 依 弱 "拓扑 可 度量 化 . 以 下 
是 关于 可 分 性 的 一 个 标准 结 

5.1.7 定理 若 X 可 分 , 则 X” 弱 " 可 分 ; 若 X" 可 分 , 则 X 可 分 . 

证 若 X 可 分 , 则 由 4.4.12 知 日 弱 * 可 分 ,从 而 X* 弱 * 可 分 . 

其 次 设 X” 可 分 , 则 S” 有 可 数 稠 子 集 {f,}. 取 ES, 使 得 
ECr) | 之 1/2(YVnE€E NNN. 邻 A= {zx), 今 证 A1 二 10} (从 而 可 用 4.4.5 
(v) 推 出 A 是 X 的 基本 集 , 因 而 X 可 分 ). 阁 A- 关 (0), 则 有 ff€5"n 门 A-， 
于 是 


fo fl | fx) — far) | 
一 | f(x,) |> 1/2, 
这 与 {f,} 在 S" 上 稠密 相 矛 盾 . 
取 六 二 4 作 例子 说 明 , 当 X 可 分 时 X 未 必 可 分 (参看 8 5.6A). 
以 下 结果 可 看 作 是 定理 4. 4. 11 的 加 强 . 


85.1 一 般 结 论 * 149 。， 


5.1.8 定理 (i) 若 关 可 分 ,A CX 弱 紧 , 则 A 依 弱 拓 扑 可 度量 化 , A 中 
任何 序列 有 弱 收 敛 子 列 . 

(ii) X 可 分 全 X ”中 的 有 界 集 依 弱 * 拓扑 可 度量 化 . 

(iii) X” 可 分 铺 X 中 的 有 界 集 依 弱 拓扑 可 度量 化 . 

证 GD 取 X 的 可 数 稠 子 集 {tz), 取 {( 户 )CS 使 户 人 rr) 一 zl 
(用 4.3.6), 则 下 二 {f) 分 离 X 中 的 点 :车 x,y €E XX,z = 二 x 一 y€ 二 , 则 

[zl = fr mz) | rzl. 

取 x 一 z 得 出 x 二 0, 故 x 二 y, 于 是 由 3.3.8(iv) 推 出 A 依 弱 拓扑 可 度量 化 . 

(ii) 车 关 可 分 , 则 由 4.4. 11(iv) 知 ”中 的 有 界 集 依 弱 * 拓扑 可 度量 化 . 
有 反之 , 设 B' 依 弱 "拓扑 可 度量 化 , 则 0 在 B* 中 有 可 数 弱 * 邻 域 基 {FF,) , 设 忆 
二 B' 门 Ar,A, CX 是 有 限 集 (参考 §4.4(9)). 令 A==U A,, 如 同 5.1.7 之 
证 ,只 要 证 4-= (0). 若 有 ES mA-，, 则 

4A-CA4rCAI (VnE€N), 

因而 f € Nn 二 {0}, 得 出 了 矛盾. 故 A-+- 二 {0), 如 所 要 证 . 

Gi) 阁 关 "可 分 , 则 由 已 证 的 (让 知 B 依 oCX*",X*) 拓扑 可 度量 化 , 因 
而 依 弱 拓扑 可 度量 化 . 反之 , 若 B 依 弱 拓 扑 可 度量 化 , 则 类 似 于 (ii) 之 证 ,有 
有 限 集 忆 CCX  ,V 二 B 门 P,, 使 得 门 V, 一 (0). 令 下 =U 扩 . 车 有 9 EE 
Sx 间 户 , 取 {z)CB, 使 得 VYfE XX", 有 f(z) 一 gp(f) (用 5.1.6), 则 
Vf/EF, 有 f(x,) 一 0. 不 妨 设 {V,} 是 一 降 列 ,于 是 有 志 4 牵 …, 使 得 Vi 之 
有 x E V 这 推出 一 0, 这 与 | pl = 1 相 矛 盾 . 故 必 -= 二 (0), 下 是 
X ”的 基本 集 , 因 而 X* 可 分 . 口 


C. 弱 紧 性 


若 A CX 是 弱 紧 的 且 依 弱 拓 扑 可 度量 化 , 则 A 亦 是 序列 弱 紧 的 ,因而 其 
中 每 个 序列 有 弱 收 敛 子 列 .这样 的 结论 当然 极 有 价值 ,可 惜 条 件 “ 依 弱 拓 扑 可 
度量 化 ”往往 依赖 于 可 分 性 ( 见 5. 1. 8(iD)) ,这 就 限制 了 以 上 结论 的 应 用 . 实际 
上 ,“ 可 度量 化 "条件 是 可 以 去 掉 的 ,这 就 是 以 下 著名 定理 的 结论 . 

5. 1.9 定理 (Eberlein-Smulian 1947) ”对 于 Banach 空间 X 的 子 集 A， 
以 下 条 件 互相 等 价 : 

(i) A 是 相对 弱 紧 的 ; 

(ii) A 是 相对 弱 序 列 紧 的 ; 

(iii) A 是 相对 弱 可 数 紧 的 . 

若 去 掉 “ 相 对 ”二 字 , 则 以 上 三 条 件 仍 然 等 价 . 

注意 , 若 在 定理 表述 中 去 掉 “ 弱 ” 字 , 则 结论 是 已 知 的 (可 参看 定理 
3. 2. 3). 然而 ,这 一 个 “ 弱 ? 字 的 加 入 , 却 包含 了 非 同 寻常 的 深刻 性 ,其 证 明 自 然 
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也 难 些 . 

证 0) 过 (i). 给 定 序列 (x,} CA, 邻 Y = spanftz, 则 由 A 相 对 弱 紧 
推出 Y 门 A, 在 Y 中 弱 紧 . 注意 到 Y 可 分 ,由 5.1.8() 推 出 {x,} 有 olY,Y*) 
收敛 子 列 ,因而 亦 有 cCX,X* ) 收敛 子 列 , 故 A 是 相对 弱 序 列 紧 的 . 

(过 GD 是 平凡 的 . 

Gii) 坊 (G). 设 A 相对 弱 可 数 紧 , 今 证 A 相对 弱 紧 ,这 是 证 明 的 艰难 部 分 . 
设 e:X->X"" 是 正则 插入 ( 依 5.1.1), 分 别 以 Al 与 A; 记 A 的 co(X”*,X*) 
闲 包 与 cC(X,X* ) 闭 包 . 问题 在 于 证 A 为 c(X**,X”) 紧 且 e(As) 二 Ai. 出 
A 相对 弱 可 数 紧 推 出 A 有 界 ,因而 4, 在 X*” 中 有 界 ,于 是 o(X"“,X") 紧 
(用 4.4.7(iii)). 其 次 易 见 e(4) CA ,因此 余下 只 需 证 4, Ce(A;), 即 对 任 
给 gE Al, 有 zxEAi, 使 pg =X. 下面 设 pg € A 已 取 定 . 

取 万 ES ， 由 pEA， 推出 有 > EA, 使 

| of)— filx) |<1. 
令 Y; 一 span{ ,9 } CX*"*. 取 一 有 限 集 {i} C Sy, ,使 得 VyE Sy, ， 
3 使 1 一 人 | 过 1/4. 取 (fi) 己 S* ,使 得 |pCA) >>3/4. 于 是 VYE 
Sy,， 有 


max | Vf) | 宇 半 一 min | (yg)(fi) | 人 


将 上 述 的 (fi;} 记 为 {fz2 ,fs "fr,}, 则 有 
max{| WP) 1:2<ik}> yl /2 (Vy E€ Y,). 
类 似 地 , 取 x。E€ A, 使 
| of — fi(r2) [< 12 iSh), 
令 Y; 一 span ‘(9,02 ,2 一 到 2 }， 重复 上 面 的 论证 得 出 fi € S* (ks 二 i 所 )， 
使 得 


1 
> 


max{| yfi) |:ks <ik > yl /2 (Vo ETYs). 
如 此 继续 ,得 到 序列 {x,} CA 与 {f;} CS ,使 得 
| gCf)— filx) | 1/n (1 过 7 过 k,), (11) 
max{| pp |:k iSkn} yl|/2 (VyEYu), (2) 
Yt = span {p99— Ti pF) CO E N). 
因 A 必 相 对 弱 聚 点 紧 ( 用 2.2.9(ii)), 故 {x,} 有 弱 聚 点 了 T， 必 工 E span{xn) 
(用 4. 4. 4) ,因而 
0 一 他 GE span{lg,p— i,:n EN)} (13) 
由 (12), YYyE span{ig,p 一 2X,:n 和 N}, 有 
sup | yf) | | yl;. 
这 结合 (13) 得 出 
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sup | gCfi) ~ fi(7) | 宇 op 一 | /2. (14) 
当 1 之 1 志和 时 用 (11) 得 
| pF) — fiC7) 1< La fi(r— x) | 
因 x 是 {zx,) 的 弱 聚 点 ，Ve > 0,Vi € N, 必 有 n EN, 使 得 & 之 1， 且 
| f(x 一 x,) 1<s, 于 是 由 (14) 得 上 |p 一 2 过 2(1/n 十 e). 这 得 出 gp 王位 E 
e(As:), 如 所 要 证 . 


D. 对 偶 算 子 


5s, 1. 10 定义 设 TEL(X,Y)，, 称 线性 算 子 
了 :Y” 一 及 人 


为 工 的 对 偶 算 子 . 
车 记 f(x) = (zx 六 (rzEX,FeExX'), 则 人 决定 于 恒等式 
‘Tr,g) = (rx,T’g) (rE X,gEY'"). (15) 
直接 看 出 T* E L(Y* ,X* ), 这 就 得 到 映射 
x :LOX,Y) >L(Y*,X*), TT—>T’. (16) 


对 偶 运 算 (16) 的 简单 性 质 汇 集 于 下 . 
5.1. 11 命题 (i) (16) 是 一 个 等 距 的 线性 映射 . 
(让 车 TELCX,D;, 则 T** | X= 工 . 
(ii) 若 TELCX,DD,SELY,2), 则 (ST)* = T*S*. 
证 ”依据 基本 关系 式 (15) ,大 部 分 结论 是 平凡 的 . 下 面 只 证 eT* 上 = 
上 | T1 , 这 归结 于 如 下 计算 : 
IT™™I = svp, 1 Tgl 


= sup sup | (x,T" g) | 


1 8g| 等 1 应 


= sup, ,sup | (Tr,g) | 


zil lgll 


一 sup | Trl = | TI. (用 (2)) 国 


zl sl 


对 偶 算 子 的 作用 颇 类 似 于 对 偶 空 间 : 若 TE LCX,Y) 与 了 之 间 有 某 种 
具 对 偶 特 征 的 联系 ,那么 两 者 的 性 质 就 可 能 得 到 相互 盖 明 ,这 意味 着 从 工 的 
某 个 性 质 推出 工 * 的 特定 性 质 ,或 从 T" 的 一 定性 质 推出 工 的 相应 性 质 . 工 与 
T* 的 关系 具有 一 定 的 (但 不 完全 的 ) 对 称 性 . 若 X = X"… , 则 T"” = 了 T( 依 
5,1. 11(i)), 因 而 工 与 T*” 互 为 对 偶 , 此 时 它们 的 相互 关系 是 完全 对 偶 的 . 

工 与 T* 的 联系 首先 体现 于 核 NCT) ,NCT* ) 与 值 域 RCT) ,RCT* ) 四 者 
之 间 的 特殊 关系 ,由 此 引出 的 一 系列 结果 在 Banach 空间 理论 中 占有 重要 地 
位 . 以 下 一 组 关系 式 是 最 基本 的 . 
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5.1.12 命题 对 于 TE 上 L(X,Y), 以 下 等 式 成 立 : 


N(T) =-+R(T* ), N(T*) = R(T)-, (17) 
NOT)=-= R(T* ),， iNCT* ) = R(T). (18) 
证 Vr € XX， 有 


XEN(TDOVgEY',.(Trig)=0 
OVgEY':(r,T'g) =0 (用 (15)) 
OxrERT’), 
这 表明 (17) 的 前 一 式 成 立 . 类 似 地 可 证 N(T') = R(T)- . 结合 (17) 与 
8 4.4(14),(15) 得 出 (18)， 

(17) 与 (18) 这 样 一 组 简洁 的 公式 常常 用 来 推出 某 些 重要 结论 ,有 着 广泛 
的 应 用 ,可 立即 写 出 的 推论 如 下 . 

S$.1.13 推论 设 TELCX,7), 则 工 是 单 射 全 RCIT' ) 在 X' 中 弱 * 笛 
密 , T” 是 单 射 后 RCT) 在 Y 中 稠密 . 

注意 若 将 RCT) 写成 RCT), (用 4.4.4), 则 (18) 中 两 个 等 式 就 接近 于 对 
等 了 .不 过 两 式 右 端的 闭 包 符号 一 般 都 不 能 除去 . 这 一 未 尽 如 人 意 之 处 ,在 
一 般 情况 下 已 无 法 消除 . 要 得 到 更 令 人 满意 的 关系 (如 N(T)+ = R(T*))， 
对 算 子 与 空间 都 需 附加 某 些 限制 . 这 一 类 的 结果 是 很 丰富 的 . 应 用 上 最 有 价 
值 的 结论 涉及 了 为 满 射 或 同 构 .或 有 闭 值 域 的 条 件 , 与 之 有 关 的 结果 是 满 身 
定理 、 同 构 定 理 与 闭 值 域 定理 ,三 者 都 在 Banach 空间 理论 中 的 重要 定理 之 列 . 

5. 1. 14 满 射 定理 设 X 与 Y 是 Banach 空间 ,TEL(CX,Y), 则 以 下 结论 
成 立 : 

(i) R(T) 一 YS 晤 T* 有 有 界 道 ; 

(iD RCT* ) 二 X* 仿 荆 有 有 界 逆 . 

注 5.1.1 不 有 有 界 逆 意味 着 TE€ L(R(T),X), 容易 看 出 这 等 价 于 
| Tx 宇 cx (VxEX),c 是 某 个 正常 数 . 与 此 相 区 别 , 通 常用 " 工 可 逆 ” 
一 词 表 示 TT € L(Y,XX). 

证 (i) 首先 设 R(T) 王立 若 T 没有 有 界 道 , 则 Vn€ N, jg EY， 
使 得 Dg] = 上 Tg| 之 1 邻 记 二 wiig, 则 | 一 %， 


| 产 记 1 0-~>co). 结合 hh。T >0 与 R(T) = 二 Y 得 出 h, 六 0， 
这 与 Dh, |‖ ~ se 相 矛 盾 (Y 完备 用 于 此 1). 故 T* 必 有 有 界 道 . 
其 次 设 T* 有 有 界 逆 ,要 证 RCT) = Y 由 开 上 映射 定理 (4. 2. 3) 之 证 ,只 要 
证 
36 守 0, 使 B,(0) CC TB,00). (19) 
若 (19) 不 成 立 , 则 有 {y,) 己 YTB1(0),y, > 0(n->co). 因 
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TB =°"[(TB1)*] (B= B(0), 用 $4.4(12))， 
故 有 g, € Y' ,使 得 
| gs (Tx) |<1<| gC,) | (Yr EB). 

这 得 出 Tg 过 1 过 jg, 上 |y 与 工 有 有 界 首相 矛盾 . 

(ii) 车 RCT* ) = X*, 则 由 已 证 的 G6), T** 有 有 界 逆 ,因而 了 = 二 T** |X 
亦 有 有 界 逆 . 反之 , 设 醋 有 有 界 道 , 则 VYfE€X*,g 二 fT € R(T)*. 由 扩 
张 定 理 ,不 妨 设 g € Y' ,因而 f= 二 g。TE R(T*), 故 R(T*) 二 X"*. 

由 5. 1. 14 直接 推出 ; 

5S. 1, 15 同 构 定 理 设 X 与 了 是 Banach 空间 , TELCX,Y), 则 以 下 条 件 
互相 等 价 : 

(i) T;X 一 Y 了 是 拓扑 同 构 ; 

Gi) T* :Y” 一 X” 是 拓扑 同 构 ; 

Gi) 工 与 T” 第 有 有 界 北 ; 

(iv) 工 与 T* 皆 为 满 射 . 

$. 1. 16 闭 值 域 定理 设 和 与 了 是 Banach 空间 , TEL(CX,Y)，, 则 以 下 条 
件 互相 等 价 : 

(i) R(T) 是 闭 集 ; 

(ii) RCT* ) 是 闭 集 ; 

(ii) R(T) 一 LNCT ); 

(iv) RCT* ) = N(T)-. 

证 〈D=~>(iD. 设 R(T) 是 闭 集 ,以 To 记 算 子 T:X -> R(T) 会 Z, 则 了 T 
是 开 映 射 , 于 是 38 二 0, 使 Bz C8ToBx. Yg E€ 2*, 有 

| Te = sup, | g(Tx) (= syp, | g(y) | 


1z1 委 


| 
>sup | 8(2) | plgl, 


可 见 TY ;2Z" -> X 有 有 界 逆 , 因 而 依 5.1.14 有 RCTY ) 二 X*, 故 R(T*)= 
R(T ) 是 闭 集 . 

(让 过 (0). 以 TT 记 算 子 T:X 一 ROTDD 全 2Z. 因 RCT) 在 Z 中 稠密 , 故 TS 
为 单 射 (用 5. 1. 13). 若 R(T" ) 为 闭 集 , 则 Ti ;Z” 一 R(T? ) 是 拓扑 同 构 , 因 
而 有 有 界 逆 . 于 是 由 5. 1. 14(i) 得 R(T。) = Z, 这 推出 R(T) 为 闭 集 . 

由 (18) 直 接 看 出 (D 拓 (ii),(iv)=>RCT ) 是 弱 " 闭 集 (iD). 余下 证 (iD 
过 (iv). 设 RT' ) 是 闭 集 , 只 要 证 NC(T)+C RCT*). Yf€ N(T)-, 定义 
g(T7) 二 f(z). 车 y== Tx 二 Tz, 则 x 一 z€ N(T), 因 而 f(x) 一 f(z). 可 
见 g(Tx) 仅 决定 于 y = Tz. 这 就 得 到 R(T) 上 的 线性 泛 函 g,f 二 g。T. 因 
TX 一 RCT) 是 开 映射 而 5 一 了 。 广 ，, 故 g € RCT) 由 扩张 定理 ,可 设 
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gEY', 故 f= T*g€ R(T*), 如 所 要 证 . 
E. 紧 线性 算 子 


5.1.17 定义 ” 若 线 性 算 子 T:X ->Y 映 有 界 集 为 相对 紧 集 , 则 称 它 为 紧 
线性 算 子 , 简 称 为 紧 算 子 . 以 CL(X,Y) 记 从 X 到 了 的 紧 线 性 算 子 之 全 体 , 约 
定 CLCX) = CL(X,X). 

对 于 线性 算 子 :XX ->Y, 直接 看 出 以 下 条 件 互相 等 价 ， 

(下 ECLOX,Y)， 

(ii) TB 是 相对 紧 集 ; 

(iii) 任 给 有 界 序列 (xz,} 性 XX,{Tx,) 有 收敛 子 列 . 

显然 CLCX, ZICLOX YY 当 TELOX,7) 日 dimRT) < 一 co 时 , 称 个 
为 有 限 秩 算 子 ,有 限 秩 算 子 必 为 紧 算 子 . 在 很 多 方面 , 紧 线性 算 子 非常 接近 于 
有 限 维 空间 中 的 线性 算 子 ,这 正 是 人 们 对 紧 线 性 算 子 特别 感 兴趣 的 原因 之 一 . 
紧 算 子 特别 值得 重视 的 男 一 个 理由 是 ,一 些 应 用 上 很 重要 的 算 子 (其 中 许多 是 
积分 算 子 ) 恰 好 是 紧 算 子 . 

直接 从 定义 5. 1. 17 推出 : 

5. 1.18 命题 若 TE CLCX,Y), 则 R(T) 是 可 分 的 . 

考虑 到 一 般 赋 范 空间 中 的 紧 性 判定 并 不 容易 ,直接 依据 5. 1. 17 来 判定 紧 
算 子 未 必 方 便 . 因此 ,关于 紧 算 子 在 适当 运算 下 保持 为 紧 算 子 的 以 下 结果 特 
别 值得 重视 . 

5.1.19 定理 (i) CL(X,Y) 是 L(X,Y) 的 子 空间 , 当 Y 完备 时 CL(X， 
Y) 是 L(X,Y) 的 闭 子 空间 . 

(iD 车 TELCX,Y),SE L(Y,2Z),T 或 S 是 紧 算 子 , 则 ST 是 紧 算 子 . 

(ii) 着 TE CLCX,Y),; 则 T* € CL(CY* ,X"*); 当 Y 完备 时 其 逆 亦 真 . 

综 上 可 以 说 , 紧 算 子 经 线性 运算 . 依 算 子 范 数 收敛 的 极限 运算 ( 若 Y 完 
备 ) .乘法 运算 及 取 对 偶 仍 得 紧 算 子 . 

证 (i) 只 需 证 :着 {T,} CCLCX,Y),TELCX,Y), TI 一 工 | 一 0,Y 
完备 , 则 TBx 全 有 界 ( 参 考 3.2.4). Ye 汪 0, 取 nE€ N, 使 

IT,— TI <e. 
因 T,By 全 有 界 , 故 有 有 限 集 {y;} CY, 使 得 T,Bx CU B.(y;). 于 是 
TBx CT,Bx 二 GT- TBx 
CU B.Cy) +B.0) CU Baly), 
这 正 表明 TBx 全 有 界 , 如 所 要 证 . 
(让 是 平凡 的 . 
(iii) 任 给 有 界 序 列 {g Y”, 今 证 1T*g,) 有 收敛 子 列 . 央 Z 会 TB、 
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是 紧 集 ,由 Arzela-Ascoli 定理 (参考 5. 6.2), {g,} 在 2 上 有 一 致 收敛 子 列 ,不 
妨 设 就 是 {g,) 本 身 . 于 是 由 

| T* (gg) = sup | gn (2) — g(x) | 
推出 (T* g,} 收敛 . 

若 Y 完备 , T" 是 紧 算 子 , 则 T** 是 紧 算 子 ,于 是 TB、 在 Y**" 中 相对 紧 . 
而 Y 在 Y*” 中 是 闭 的 , 故 TBx 在 Y 中 相对 紧 ,因而 醋 为 紧 算 子 . 

5.1.20 引 理 设 针 是 Banach 空间 , TE CL(X),T; 一 A 一 T,0 关 AE 

则 TT 与 Tx 有 闭 值 域 . 

证 由 5.1.16, 只 需 证 R(T) 是 财 的 . 令 六 = N(T;), 易 见 B、 = 
TBx， 于 是 由 工 紧 推 出 B、 为 紧 集 , 因 而 dim N < ce (参看 定理 4.1.17). 
于 是 由 4. 3. 10 有 闭 子 空间 MCX, 使 得 X=NDM. 令 U=T|M,， oe 
看 出 U 是 单 射 , RCU) = R(T;), 只 要 证 可 有 有 界 道 . 用 反 证 法 : 设 存在 {x 
C Sm， 使 得 Uz, ->0. 因 了 为 紧 算 子 , 故 不 妨 设 Tz， 全 > a 
推出 To E M. 但 因此 有 Ux。 = 4 lim Ux， 二 0, 从 而 xo 二 0, 这 与 1 和 |= 
| az | -> | x 相 矛 盾 . 

5. 1.21 Riesz 引 理 设 A 是 X 的 真 闭 子 空间 , 0 过 r 过 1, 则 存在 x EX， 
使 得 xi = 1,dCr,A) 守 x. 

证 取 定 yE€ X\A, 则 p 会 dCy,A) 守 0. 取 a EA, 使 得 上 y 一 a 去 


po 六 人 zz 一 (37 一 ay 一 al , 则 | 上 zl =1， 
d(xA) =d( TY,A)= HY 
ly 一 ae | >y 一 2 
_d(y,A) ,7 
jy 一 ao 六 一 
设 义 是 复 Banach 空间 , TE LC(X),T 一 i 一 T, 称 
ol(T) = 二 (AEC:T 不 是 X | (20) 


为 工 的 谱 , 而 XE olT) 称 为 谱 值 . 车 NN(T;) 关 10), 则 称 4 为 工 的 特征 值 , 称 
N(T;) 中 的 非 零 向 量 为 工 属于 ) 的 特征 向 量 . 入 征 向量 吕 外 是 请 全 ,但 在 天 
限 维 空间 中 , 谱 值 未 必 是 特征 值 

作 了 上 述 准备 之 后 ,现在 已 可 建立 关于 紧 算 子 的 以 下 基本 定理 . 

$5. 1. 22 定理 设 X 是 复 Banach 空间 , TE CL(X), 则 olT) 是 无 非 零 聚 
点 的 可 数 集 ; 若 0 关 和 A€ olT), 则 是 工 的 特征 值 且 dim NC(T) < cc， 

证 (i) 设 0 关 AE€olT), 证 4 是 特征 值 ,这 是 定理 证 明 的 核心 部 分 . 不 
妨 设 4 二 1 (否则 以 XT 取代 工 ). 用 反 证 法 : 设 NC(Ti) = 0, 因 R(T) 是 闭 
子 空间 (用 引 理 5. 1. 20) , 故 Ds XX 一 R(T ) 为 拓扑 同 构 (用 4.2.4(0i0)), 因 而 
RCTY ) 一 X (用 5.1.14). 若 能 证 NCTY ) 二 0), 则 必 RCT) = XX (用 
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5. 1. 13)， 0 1 € olT) 矛盾 . 为 证 N(TY) = ， 仍 用 反 证 法 : 设 
MO 这 与 R(TY ) = X* 一 起 推出 ; 让 NT ) 与 和 wE 
X*，, 使 得 
p= 1r op 一 (人 ) po 一 …… 一 (了 7 )"p 一 
这 就 得 出 wwE NN\N,,N, 二 N((TY )"). 由 引 理 5.1.21, 有 EN,， 使 得 
| y, 1 = l,d(poN1) 之 1/2(n 宇 2). 若 n 宪 mm, 则 
TOT TI pT gn) = Tr ,tT TY 1g, = 0, 
故 祖 十 T'y € Ni. 于 是 
IT Tg) = | Tht+ Tg) ) > 1/2, 
因而 TT" y,} 不 能 含 收敛 子 列 , 但 这 与 工 为 紧 算 子 ( 用 5. 1. 19) 相 矛盾 . 因 
此 NCTY ) == {0}, 如 所 要 证 . 
(ii) 证 CT) 无非 零 聚 点 . 设 {4,)} ColT) 是 一 收敛 序列 ,可 设 丸 , 互 不 相 
同 且 和 关 00YnaEN). 令 开 =)T 一 T, 取 0 天 ENT)， 如 在 线性 代数 
中 一 样 可 说 明 {x,} 线性 无 关 . 令 X = span(zyze) 则 由 引 理 


5， 1.21 有 多 EX，， 使 得 | Yn | = 1,d(y,, Xi) > 1/2(n > 2). 若 n 汪 >m， 
则 容易 验证 Ty Ty, € XX 9 于 是 
| Ty, — Ty,», | 一 | Aryn — (Ty tt Ty ) | 


Mz | yA Ty Ty,) | 
| A || dm X11) || 2 | /2. 
因 {Ty,} 应 含 收敛 子 列 , 故 必 入 一 0. 
(ii) 由 oC {0)U (UAEcoD:1/n 过 | 过 台 )) 看 出 oCT) 必 
为 可 数 集 . 
最 后 , 若 0 关 AE€ olT), 则 在 5.1.20 之 证 中 已 指出 dim N(T,) 一 oo0, 故 
定理 得 证 . 


5.2 自 反 空间 


在 $ 5. 1 中 ,我 们 不 依赖 于 任何 特殊 假设 ,展开 了 赋 范 空间 的 理论 . 如 果 
继续 保持 如 此 一 般 的 框架 , 周 然 还 可 以 走 下 去 ,但 势必 越 来 越 举 步 艰难 ,所 获 
有 限 . 新 的 推动 来 自 新 的 假设 的 加 入 . 从 本 节 起 ,我 们 要 依次 考虑 几 类 特殊 
的 赋 范 空间 ,它们 比 一 般 赋 范 空间 更 接近 于 Hilbert 空间 或 Euclid 空间 . 我 
们 首先 关注 的 是 这 样 的 空间 : 它 的 单位 球 的 拓扑 或 几何 性 质 更 接近 于 Hilbert 

空间 中 的 单位 球 , 自 反 空间 就 是 这 种 类 型 的 空间 . 

本 节 中 设 X 是 给 定 的 Banach 空间 . 
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A. 自 反 性 的 刻画 


S.2.1 定 义 若 正则 财 入 XXX” ( 依 8$5.1(1)) 为 同 构 , 则 称 X 为 自 反 
Banach 空间 ,简称 为 自 反 空 间 . 

注意 X ”总 是 完备 的 ,因此 在 定义 5. 2. 1 中 并 不 需要 预 设 X 完 备 . 但 应 
指出 ,仅仅 假定 X 与 X 等 距 同 构 尚 不 足以 保证 X 为 自 反 空 3 间 . 

当 X 是 自 反 空间 时 ,通常 就 写作 和 X = 二 XX** ,此 时 , XX 与 X” 互 为 对 侦 空 
间 , 因 而 两 者 的 关系 具有 完全 的 对 等 性 . 这 样 ,每 个 关于 X 的 命题 自动 引出 一 
个 关于 X” 的 对 偶 命 题 , 反 之 亦 然 . 因此 ,对 偶 理 论 用 于 自 反 空间 可 收 到 最 佳 
效果 . 

如 我 们 所 预期 的 , 自 反 性 可 刻画 为 单位 球 的 一 定 拓扑 特性 . 如同 8 5.1 
一 样 ,总 用 Bx 或 B 表示 XX 中 的 闭 单位 球 . 

5.2.2 定理 ”对 于 Banach 空间 X, 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(i) X 是 自 反 的 ; 

(ii) Bx 是 弱 紧 的 ; 

(iii) X 中 任何 有 界 序列 有 弱 收 敛 子 列 ; 

(iv) X 中 的 有 界 集 为 相对 弱 紧 集 . 

证 〈(D 佐 (0. 若 X 是 自 反 的 , 则 依 Banach-Alaoglu 定理 (参考 4.4.7 
Giii)) Bx 作为 X** 中 的 闭 单位 球 是 o(X** ,X* ) 紧 的 ,因而 是 弱 紧 的 . 反 
之 , 若 Bx 弱 紧 , 则 Bx 在 Bx** 中 olX"",X*) 闭 . 另 一 方面 , Bx 在 Bx… 中 
ol(X"* ,X" ) 稠密 ( 依 5. 1.6), 因 此 在 正则 骨 人 下 有 Bx = 二 Bx*… ,这 显然 推出 
X= XX** 

(让 之 (Gi). 若 Bx 弱 紧 , 则 亦 弱 序列 紧 ( 依 5. 1. 9), 因而 其 中 的 序列 有 弱 
收敛 子 列 , 这 显然 推出 X 中 任何 有 界 序列 有 弱 收 合子 列 . 

(iD 过 (iv). 由 Gi 显然 推出 ; X 中 的 有 界 集 是 相对 弱 序 列 紧 的 ,因而 依 
5. 1. 9 亦 是 相对 弱 紧 的 . 

注意 到 Bx 是 弱 闭 的 (4. 4. 5Gi0)) ,显然 (iv) 之 (in). DD] 

在 自 反 空间 的 应 用 中 ,5. 2. 2 中 的 条 件 (iii) 或 许 是 最 重要 的 . 它 表 明 在 弱 
收敛 的 意义 上 ,使 用 自 反 空 间 就 如 同 使 用 有 限 维 空间 一 样 !“ 有 界 序列 必 有 收 
敛 子 列 ” 这 一 结论 ,在 有 限 维 问题 中 起 多 大 作用 ,是 众所周知 的 ;而 “有 界 序列 
必 有 弱 收敛 子 列 ”, 则 在 自 反 空间 的 应 用 中 能 起 同样 大 的 作用 . 

下 面 考虑 与 给 定 自 反 空间 有 关联 的 空间 的 自 反 性 ,所 得 结论 对 于 自 反 性 
的 判定 是 重要 的 . 

5.2.3 定理 (i) 若 和 是 自 反 的 , 则 X 的 任何 闭 子 空间 是 自 反 的 . 

(ii) 若 X 是 Banach 空间 , 则 X 是 自 反 的 会 X” 是 自 反 的 ， 
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(iii) 有限 个 自 反 空间 的 积 空间 是 自 反 的 . 

(iv) 若 X 是 自 反 空间 , Y 是 与 X 拓扑 同 构 的 Banach 空间 , 则 Y 亦 是 自 
反 的 . 央 此 “ 自 反 性 ”是 一 种 拓扑 性 质 ,与 范 数 的 选择 无 关 . 

(v) 若 和 是 自 反 空间 , A CX 是 闭 子 空间 , 则 商 空间 X/A 是 自 反 空间 . 

证 (i) 设 A 是 X 的 闭 子 空间 , 则 Bs 作为 Bx 的 弱 闭 子 集 是 弱 紧 的 ,因而 
也 是 co(A,A*) 紧 的 ,这 推出 A 是 自 反 的 . 

(ii) 者 和 是 自 反 的 , 则 X” 中 的 弱 * 拓扑 就 是 oC(X" ,X"*) 拓扑 ,于 是 
Bx 是 o(X" ,X"*) 紧 的 (用 4.4.7), 这 表明 X" 是 自 反 的 . 反之 , 若 X* 是 
自 肥 的 , 则 由 已 证 结论 推出 X** 是 自 反 的 ,因而 其 闭 子 空间 X 是 自 反 的 . 

Gi) 是 明显 的 . 

(iv) 若 T:X 一 Y 是 拓扑 同 构 , 则 T*"* ;X** -> Y"*” 亦 为 拓扑 同 构 ( 用 
5. 1. 15) ,于 是 

Y**=T*"*X’**=TX=Y 

《用 5.1.11(i)), 可 见 Y 是 自 反 的 . 

(v) 由 $4.4(14) 有 A==+(A+), 于 是 由 35.1(7) 有 

X/AX**/i(AL) AT)’ 

内 A- 作为 X“ 的 闭 子 空 s 间 是 自 反 的 (用 已 证 的 (DG))， 故 (A-)" 是 自 反 的 ， 
于 是 由 已 证 的 (iv) 推 出 所 要 结论 . 

当 X 自 反 时 , X* 中 的 弱 * 拓扑 重合 于 弱 拓 扑 . 因此 ,处 理 自 反 空间 问题 
时 不 必 提 到 “ 弱 * 概念 ” 


B. 某 些 推论 


“ 半 是 自 反 空 间 ” 这 一 条 件 , 可 用 来 得 出 许多 很 强 的 结论 . 下 面 几 个 例子 
虽然 简单 ,但 颇 说 明 问 题 . 

5.2.4 命 题 设 X 是 自 反 空间 , 则 和 可 分 多 X 可 分 , 当 匀 可 分 时 久 与 
X ” 篆 弱 可 分 . 

证 已 知 X* 可 分 过 XX 可 分 (5.1.7), 若 六 可 分 , 则 义 "” 可 分 ,因而 久 * 
可 分 . 余下 的 结论 由 5. 1.7 推出 . 

注意 5. 2. 4 正好 消除 了 定理 5. 1.7 中 X 与 X* 的 不 对 等 性 . 一 般 说 来 ， 
任何 使 X 与 X ”不 对 等 的 Banach 空间 定理 ,只 要 用 于 自 反 空间 ,就 可 消除 不 
对 等 性 . 由 此 可 见 , 在 自 反 空间 的 范围 内 ,对 偶 空间 概念 的 运用 可 收 到 最 佳 效 
果 . 

5. 2. 4 可 用 来 得 出 以 下 结论 : 儿 使 X* 不 可 分 的 可 分 空间 X 都 不 是 自 反 
空间 ,例如 ,空间 就 是 如 此 , 因 (1)* = 性 显然 是 不 可 分 的 . 一般 地 ,使 自 
反 性 的 任何 一 条 推论 不 成 立 的 空间 都 不 是 自 反 空间 ,这 是 排除 自 反 性 的 主要 
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方法 之 一 . 
5.2.5 命题 自 反 空 间 是 序列 弱 完 备 的 . 
证 “由 对 偶 性 ,只 需 证 : 若 X 是 Banach 空间 , 则 X” 是 序列 昱 "完备 的 ， 
而 这 是 4. 4. 10(iv) 的 直接 推论 . 国 | 
5.2.6 定 理 设 TEL(X,Y). 
(i) 车 XX 是 自 反 空间 , 则 工 是 紧 算 子 的 充 要 条 件 是 


xz. 0>Tr,—>0 (1 — co) (1) 
(ii) 车 Y 是 自 反 空间 , 则 了 是 紧 算 子 的 充 要 条 件 是 
gn—~ 0>T’g,—>0 (1 — 00)., (2) 


证 因 当 Y 完备 时 是 紧 算 子 会 T 是 紧 算 子 ( 依 5. 1. 19) , 故 只 需 证 
(i). 首先 设 荆 是 紧 算 子 , zx，、 0, 直接 看 出 Try 一 0. 因 fx) 必 有 界 , 故 
(Ti) 有 收 合子 列 1Tx,。). 这 结合 Ti。 一 0 得 出 Tr,。 一 0. 将 此 结论 用 到 
{x,) 的 任何 子 列 得 出 Tr, -> 0, 因此 条 件 (1) 满 足 . 反之 , 设 条 件 (1) 满 足 , 任 
给 有 界 序列 {zx,) CX, 取 其 子 列 (x ) ,使 一式 ; 则 Tr -> Tr, 这 表明 荆 
是 紧 算 子 . 

5.2.7 定 理 设 X 是 自 反 空间 , DC X 是 一 有 界 闭 凸 集 /DR 依 癌 
上 的 弱 拓 扑 下 半 连 续 , 即 

ra ED) 一 Ar) 近 1lim 太 ro)， (3) 

则 f(z) 在 D 上 取得 最 小 值 . 

证 设 a 三 ipff C7). 取 序 列 {x,} 己 D, 使 f(x,)->aln 一 oo). 因 XX 自 
反而 了 为 有 界 弱 闭 集 ( 用 4.4.5(iiD)), 故 不 妨 设 r, 、 x E D, 于 是 由 条 件 (3) 
有 


of limf(r) 一 oa， 


这 表明 f(x) = a 是 f 在 D 上 的 最 小 值 . 
今 用 5. 2.7 来 解决 如 下 最 佳 表 近 问 题 : 设 ACX,r。€ X, 求 4€ A 使 得 
lz 一 all = d(x ,A). (4) 
如 上 的 4a 称 为 xz。 在 A 中 的 最 佳 逼 近 . 若 X 是 自 反 空间 , A 是 非 空 闭 同 集 , 则 
zw 在 A 中 的 最 佳 允 近 必 存 在 . 事实 上 , 取 r 充 分 大 , 则 D=ANmB,(0) 是 有 界 
闭 凹 集 , 而 f(x) = xo 一 x 满足 条 件 (3)( 用 $5.1(9)) ,于 是 由 5. 2.7 知 有 
aeD, 使 Fo) 为 Foz) 在 D 上 的 最 小 值 . 车 x € A\D, 则 
[zx ro zo > dn,A), 
故 a 就 是 ze 在 A 中 的 最 佳 逼 近 . 这 就 得 到 如 下 定理 . 
5s. 2.8 定理 设 A 是 自 反 空间 X 中 的 非 空间 凸 集 , 则 每 个 xE X 在 A 中 
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有 最 佳 台 近 . 
3 5.3 严格 凸 与 一 致 凸 空间 


直观 上 ,Euclid 空间 中 单位 球 具 有 完美 的 凸 性 . 本 节 要 指明 ,车 Bx 具有 
类 似 于 Euclid 空间 中 单位 球 的 某 种 凸 性 , 则 空间 X 的 性 质 更 接近 于 平常 的 空 
间 . 

在 本 节 中 ,假设 X 是 实 赋 范 空间 ,约定 B= Bx,B* = Bx: ,SS= Sx,S” 一 
S ,ft =1—1 (O01tZ1). 


A, 严格 凸 空间 


S.3.1 定 义 若 赋 范 空间 X 满足 条 件 

(SC) VaryES7z 天 yy0<< 1 之 | triiy| 二 1， 
则 称 X 为 严格 凸 空间 (缩写 作 SCS). 

直观 上 ,条 件 (SC) 意 味 着 ;端点 在 S 上 的 线段 之 内 点 必 在 B 之 内 部 . 显 
然 ,这 正 是 通常 的 球 所 具有 的 性 质 . 

现在 给 出 严格 凸 性 的 多 种 不 同形 式 的 刻画 . 

5. 3. 2 命题 ”对 于 赋 范 空间 X, 以 下 条 件 互相 等 价 ; 

(1) X 是 严格 凸 的 ; 

Ci 若 0 隆 AE X"，, 则 至 多 有 一 点 x € S 使 得 f(x) = | 六 | ( 即 超 平面 
f= 二 ef] 与 S 至 多 切 于 一 点 ); 

ii Vrsy €E S,rE yr+y| < 2; 

(i 阁 0 关 zyE Xr rty| = rl + yl, 则 y= fr， 
B>0. 

证 Gi)=>(i). 设 和 是 严格 凸 的 . 车 zx,y € S,f(x) = f(y) = /|， 
1 € (0,1), 则 

Tf =frty) ftr+tiy), 

这 推出 7x 十 y= 二 1, 因而 x= y. 

(0D 之 GiD, 车 xz,y€ 5,|zx 十 yl = 2, 则 由 4.3.6 有 /EX*, 使 得 
/2)=1= 1 /1 .于 是 

2= f+fO) RNAIzrl+ yl )=2, 

这 推出 f(x) = f(y) = |f 上 ,因而 由 条 件 ( 让 推出 x = y. 


(1) 这 (iv). 设 条 件 (iii) 满 足 ，r,y 如 条 件 (iv), 令 这 = zx/ 上 rl,y = 
y/ 上 Ty 上 |, 则 
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2 宇 上 x 十 y | 
> 
=|xzl7lzrtyl = lzl7idyl oo lzrl)=2, 


这 得 出 fx 十 y = 2. 因此 x 一 y, 故 得 y= 二 ,8 二 Dy 上 /x 

(iv) 过 (i). 若 zyE S,0 过 1 之 1 使 得 

liz+wyl| =1= lrl+ lwyl, 
则 由 条 件 (iv) 有 iy = Bt'r ,8 之 0, 这 推出 y 一 工 

注 5.3.1 若 X 不 是 严格 凸 的 , 则 有 zyE S,x 关 y,t € (0,1), 使 得 
z 人 rr 十 ES. 今 指 明 [xr,yj] CS, 否则 有 4E (0,1),u 二 tx 十 ty, 使 
| zl 三 1, 不妨 设 0 二 1 过 zt. 取 s€ (0,1), 使 z= su 十 sy， 则 

zl sul+slyl <1, 
得 出 矛盾 . 这 就 得 出 如 下 两 择 一 结论 :; Yx,y € S,+ 关 y, 以 下 两 种 情况 恰 有 

(i) 线段 Lz,y] 的 内 点 都 不 在 S 上 , 当 XX 为 严格 凸 时 就 是 如 此 ; 

(iD [x,yj 整个 地 位 于 S 上 . 

注 5.3.2 车 0 关 xEX, 则 由 4.3.6 有 /ES*, 使 f(x) 二 x, 这 
表明 7(€ X** ) 在 S" 上 总 取得 最 大 值 ‖x 1, 但 仅 当 XX” 严格 凸 时 在 唯 
一 点 f € S” 取得 最 大 值 (用 5. 3. 2(iD). 另 一 方面 ,即使 XX 严格 同 , 0 了 E€ 
X" ,了 在 S 上 亦 未 必 达 到 最 大 值 . 

5. 3. 2(iD) 可 看 作 一 个 唯一 性 条 件 : 若 了 在 S 上 有 最 大 值 点 , 则 必 是 唯一 
的 . 这 就 毫 不 足 怪 , 在 应 用 中 ,严格 凸 性 常常 用 来 得 出 某 个 唯一 性 结论 . 以 下 
是 两 个 典型 例子 . 

5.3.3 定理 设 X 是 严格 凸 空间 , 4CX 是 凸 集 , x € X, 则 至 多 存在 一 
个 a E A, 使 得 


lx 一 al = ad(r,A). (1) 
因此 ,严格 凸 性 保证 了 在 凸 集中 的 最 佳 志 近 的 唯一 性 . 至 于 存在 性 , 则 通 
常 依赖 于 一 定 的 紧 性 或 完备 性 条 件 . 
证 设 1z 一 al = x 一 bl = d(x,A),a,b€ A, 则 
上 zx 一 4 + lx-6bl 宇 |2r—a—6l 
=2 上 x 一 (a 十 5)/2 1 
宇 2d (x ,A), 


这 推出 
xz 一 ea 站 十 上 zx 一 5 = (ma) + (m0)1, 
于 是 由 命题 5. 3. 2(iv) 有 有 8 盖 0, 使 zx 一 5 一 BCz 一 a)， 从 而 < 一 也 
5. 3.4 定理 (Taylor) 若 X"* 严格 出 , A 是 X 的 子 空间 , AE A , 则 /在 
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X 上 有 唯一 保 范 扩张 (参考 4. 3. 3(iv)), 当 X 是 自 反 空间 时 其 逆 亦 真 . 

证 (CD 设 g EX' 是 了 的 两 个 保 范 扩张 ,不 妨 设 g,h€ S 令 g = 
18 十 机 (O01 过 DD), 则 g, EX" 亦 是 /的 扩张 . 因而 | g, | 宇 1. 于 是 由 X* 
严格 凸 推出 g = 二. 

(ii) 设 义 是 自 反 空 间 , X 的 子 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 有 唯一 保 范 扩张 . 
可 0 关 xE, 则 满足 f(x) = zx 的/€ S* 必 是 唯一 的 (参考 4.3.6 之 
证 明 ), 于 是 由 5. 3. 2(ii) 知 X* 严格 凸 . 

着 X 是 Hilbert 空间 , ACX 是 一 子 空间 , f€ 4 , 则 由 Riesz 表示 定理 
(5. 8. 6) 知 有 唯一 a € A, 使 

f(r) = (ra) (YrxrEA). 
令 #(D) 二 《Cra)(x€X), 则 g 是 f 在 X 上 的 唯一 保 范 扩张 .5.3.4 表明, 当 
六” 严格 凸 时, X 继承 了 Hilbert 空间 的 上 述 性 质 . 

以 下 结果 表明 ,在 某 种 意义 上 严格 凸 空间 具有 一 定 普遍 性 . 

5.3.5 定 理 (Clarkson) 若 X 是 可 分 赋 范 空间 , 则 X 必 拓 扑 同 构 于 -一 个 
严格 凸 空间 . 

证 因 X 可 等 距 腻 人 和 人 CC) E,) = [0,1]， 故 不 妨 设 X = C(J). 取 可 数 
稠 集 {1,} 性 定义 


I = (x € X). 

直接 看 出 .上 是 上 的 一 个 范 数 , 且 
lzlss lzls 和 v2lzl (rexX), 

故 1 。 与， 等 价 . 今 证 (X, | ，1) 严格 西 . 设 0 基 ry EX， 
1z 十 > = zhi 则 

Li 十 ly 二 六 全 zy 

三 x 二 中 yl. 
于 是 由 局 的 严格 凸 性 推出 存在 8 汪 0, 使 y(,) = Br (0)CYn EE N), 这 推出 
>》 三 有 ,因此 (X, 上 .|) 严格 凸 . 

B. 局 部 一 致 凸 空间 


5.3.6 定 义 若 赋 范 空间 X 满足 条 件 ， 
(LUC) VES,Vs>0,39>0,YyES， 有 
| 六 十 yy 二 2(01 一 9) 字 1 外 rz 一 yj <s， 


COCD 是 可 分 赋 范 空间 的 万 有 空间 (参考 [12.p. 224])， 


§ 5.3 严格 是 与 一 致 凸 空间 * 163， 


则 称 X 为 局 部 一 致 凸 空间 (缩写 作 LUCS). 


条 件 (LUC) 可 缩写 成 ， 
eslim, ,zx—yl 一 0 (YrES), (2) 
或 表 成 序列 极限 的 形式 : 
lim nu 一 人工 (VE 9S). (2) 


Ex 
若 X 不 是 严格 凸 的 , 则 如 前 面 已 指出 的 , S 包 含 一 线段 Hz,y],z 天 》 着 令 壕 ， 
二 y(YnEN), 则 zx 十 x =2, 而 zx 可见 关 不 是 局 部 一 致 性 空 间 . 
因此 ,局 部 一 致 凸 空间 必 为 严格 凸 空 间 . 在 下 段 中 ,我 们 将 说 明 Hilbert 空间 
是 一 致 止 空间 ,更 是 局 部 一 致 凸 空 间 . 可 以 说 ,局 部 一 致 凸 空间 介 于 Hilbert 


空间 与 严格 凸 空间 之 间 
若 X 是 Hilbert 空间 ,rrEXCVa EN), 则 由 
| —x| 一 xie) Oo rr rl 
看 出 zx 一 xz 全 zx 一 上 上 xl 且 x 一 Xx. 极 有 意义 的 是 ,这 一 性 质 为 局 部 一 
致 凸 空间 所 继承 ， 
5.3.7 定理 (Gi) 设 XX 是 局 部 一 致 同 的 , x ,x E X(n EN), 则 x 一 这 
Sr = |r| zr rn 0°0). 


(iD 设 X" 是 局 部 一 致 目的, f,f EX*EN, 则 ff 一 f 舍 1 一 
fl 有 ff no). 

证 ”容易 看 出 (让) 蕴涵 (Gi), 故 只 需 证 (Gi), 且 只 需 证 充分 性 . 设 ef 一 
fl 且 f 半 了 . 显然 可 设 f 关 0, 进而 又 可 设 f,f, € S ,否则 可 分 别 用 


三 f/Wf1 与 f== f/f 上 取代 f 与 f. 由 局 部 一 致 凸 条 件 , 只 要 证 
访 十 | 一 2. 显然 


lim| f+ /fl <2. 


另 一 方面 ,由 f, 十 f 六 2 了 并 用 8§ 5.1(10) 得 
2= |2f| <lim|f,+fl, 


故 得 所 要 证 ， 

对 于 某 些 局 部 一 致 凸 空间 (如 Lz 空间 ),5. 3. 7 的 结果 可 用 来 明显 简化 范 

数 收 和 敛 性 判定 另 一 方面 , 亦 可 从 否定 的 方面 利用 5. 3. 7, 以 下 就 是 一 简单 例 
子 . 设 < 是 收敛 数列 空间 ， 
nn 个 

一 一 一 人 一 一 ~、 
Zi = (l,l,,l ,0,.), 工 一 (1， 1，……1，……). 
利用 c" = 易 验 证 zx 一 x) 而 zl 二 x = 二 1= Tx 一 x 上 ,这 使 
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3. 3.7(D) 不 能 成 立 . 因此 c 不 可 能 是 局 部 一 致 凸 空间 . 

局 部 一 致 凸 空间 未 必 为 自 反 空间 . 但 有 以 下 可 庆幸 的 结 

5.3.8 定理 若 X 是 自 反 空间 , 则 可 在 X 上 夏 蝶 等 从 沦 欠 | 使 X 与 X* 
同时 成 为 局 部 一 致 凸 空间 . 


C. 一 致 凸 空间 


5.3.9 定义 ” 若 赋 范 空间 X 满足 条 件 ， 
(UC) Ye>0,36>0,Vry€ S; 
[zr+yl >24—0)=>|r—y| <e, 
则 称 X 为 一 致 凸 空间 (缩写 为 UCS). 若 X 满足 条 件 : 
(US) Ve,y> 0,e<y,36>0,Vr,y EX, 有 
e< lzrl,lyl <y, lzr-yl 一 
>lril+t+lyl lzri+yl +elx—y|, 
则 称 X 为 一 致 光滑 空间 (缩写 为 USS) 
一 致 凸 空间 概念 是 Clarkson 于 1936 年 引进 的 . 类 似 于 (2), 可 将 条 件 
(UC) 表 成 如 下 极限 形式 ， 
x,—y,l =0. (3) 


lim 
Tn ES | ,ty, | 2 
显然 (UC) 二 (LUC). 另 -. 方面 ， 若 X 是 Hilbert 空间 ,rw € S, 则 由 
”中 线 公式 (参看 8$ 5. 8(1)) 有 
zt yl ?tz my, =4, 
由 此 显然 推出 (3). 可 见 Hilbert 空间 是 一 致 止 空间 下 面 将 证 明 一 致 凸 空间 
是 自 反 空间 . 因此 可 以 说 ,一 致 凸 空间 是 介 于 Hilbert 空 空间 与 自 反 空间 之 间 
的 一 类 空间 . 
条 件 (US) 的 直观 意义 不 及 (UC) 那 样 明 显 . 不 过 ,以 下 结 寺 果 充分 说 明了 
一 致 光滑 空间 的 意义 . 
5.3. 10 定理 。 XX 是 一 致 号 空间 全 X* 是 一 致 光滑 的 ,X 是 一 致 光滑 的 
今 X ”是 一 致 凸 空间 . 
证 (D 设 X 是 UCS, 而 X* 非 USS, 则 有 0 过 <。 过 y,f,g, € X* ,使 得 
e<|fil,lgl < 人 Alf—g,l 0, 人 但 
[fl+lgl>1f+igl te enN). (4) 
取 zx,,y, E S, 使 得 
fx)> fl ed/8, glx) > gl ed/s ceN), 
则 
[fil + gl <fiCr) + gy,) +ed,/4 


$ 5.3 严格 凸 与 一 致 凸 空间 ”165。 


= ta) (te (+ 
|fitegl +26 | x, —y, | ed,/4, (5) 
这 结合 (4) 得 一 时 3e/2(YVn EN). 由 和 为 UCS, 有 > 0, 使 得 
| 六 十 四 委 2(G 一 c). 由 
上 记 十 可 十 站 记 一 可 下 郊 2 记 让 > 2 
得 ‖ ff, 十 g, 1 >? 一 9 于 是 由 (5) 有 
fol + gl < Hftg l(t+e/4) 
ftgl —o(2e—6,)+6.(1+e/4) 
二 | f+g,| 一 2eo 十 6,(o 十 1 十 e/4) 
<|f+grll eo (n 充分 大 时 )， 
这 显然 不 可 能 . 这 就 证 得 X 为 UCS 一 X” 为 USS. 
(iD 设 X 为 USSs, 而 X* 非 UCcS, 则 有 s>0,Ag ES ， 使 得 
上 1 一 gi 有 之 ee, 所 十 gr ->2, 不 妨 设 十 gs 有 宇 2(1 一 e/m). 取 忆 ， 
ys EES, 使 得 
(futg) rT) > | ft gl ~—e/n, 
(fs — gr) (ys) > e/2, 
则 


2(1 一 和 三) 一 (万 十 g)Cz) 十 三 


二 (+ 


n 


< 


16Y, 
n 


<2+ 总 "| 


直 (用 六 为 USS) 


一 2(1— 5e/4n), 

得 出 矛盾 . 这 就 证 得 立 为 USS 二 X” 为 UCS. 

(iii) 车 X* 是 UCS( 或 USS), 则 由 已 证 结论 知 X"* (从 而 XX ) 是 USS( 或 
UCS) , 故 定理 得 证 . 

利用 定理 5. 3. 10 及 X 与 X” 的 对 偶 性 ,就 有 可 能 从 USS 的 一 定性 质 推 
出 UCS 的 某 个 性 质 ,反之 亦 然 . 下 面 就 是 一 个 典型 例子 . 

5. 3. 11 定理 (Milman 1938) 若 X 是 完备 的 UCS 或 USS, 则 X 是 自 反 
空间 . 

证 首先 设 X 是 UCS. 取 定 pE X'*, 今 证 pg EX. 不 妨 设 ep =1， 
于 是 有 f, € S* ,使 得 |1p(/)|>>1 一 naCVYnEN). 由 Helly 定 理 (5.1.3)， 
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有 .rw E X, 使 得 
fi(1) = pf Ei, br 1+1/n. (6) 
由 (6) 有 
1+1l/n> | >of) >I GSD, 
这 推出 Dz,1 一 1 因 X 在 X*” 中 是 闭 的 , 故 只 要 证 2 一 gp. 设 x = 
rf ,Vi EN, 由 (6) 显 然 有 有 f(x,) 一 p(f;). 于 是 
2 190) 1= lim | fi(x',) + gf) | 


<liml|F,+ol 


< liml 7 ,十 9p 牵 
这 结合 |g(f) | 之 1 一 1/i 得 出 2 二 pg 2 一 co) 由 5.3.10, XX 一 
致 凸 , 故 必 宁 -> gp, 从 而 这, -> p, 如 所 要 证 . 
若 X 是 USS, 则 X* 是 UCS( 依 5.3. 10), 因 而 X* 是 自 反 空间 ,于 是 由 
5.2.3(i) 推 出 X 是 自 反 空 间 . 口 
现在 将 已 考虑 过 的 几 类 Banach 空间 的 相互 关系 综合 一 下 . 若 只 考虑 完 
备 空间 , 则 有 
Hilbert 空间 二 > UCS 一 > LUCS 一 = SCS 


USS 一 =~ 自 反 空间 

所 有 这 些 空间 ,都 可 看 作 Hilbert 空间 的 某 种 推广 ,因而 或 多 或 少 具有 Hilbert 
空间 的 某 些 性 质 ,如 已 指出 的 5. 3.3,5.3.4 与 5.3.7 都 是 Hilbert 空间 熟知 结 
论 的 推广 . 还 可 以 举 出 其 他 一 些 这 一 类 的 结果 . 下 面 就 是 一 个 颇 有 价值 的 例 
子 . 

5.3. 12 定理 设 X 是 完备 一 致 止 空间, A CX 是 非 空 间 凸 集 , x € X， 
则 在 4 中 有 唯一 最 佳 通 近 . 

若是 Hilbert 空间 , 则 以 上 结果 是 熟知 的 ,其 证 明基 于 中 线 公 式 . 考虑 
到 一 致 凸 条 件 (3) 可 看 作 某 种 极限 形式 的 中 线 公式 ,5. 3. 12 的 结论 并 不 惊人 ， 
而 且 , 其 证 明 与 相应 Hilbert 空间 结果 (参看 5. 8. 5) 的 证 明 是 很 类 似 的 . 尽管 
5. 3. 12 无 疑 是 5. 2.8,5. 3. 3 与 5.3.11 的 推论 ,我 们 还 是 写 出 下 述 很 具 启 发 
性 的 证 明 . 

证 ”唯一 性 已 蕴涵 于 5. 3. 3, 只 要 证 存在 性 . 不 妨 设 x 二 0( 否 则 以 A 一 x 
代 A), 且 可 设 0E€ 4. 于 是 问题 归于 证 存在 a € A, 使 得 

lal = inf yl Sp, (7) 

必 p 之 0. } CA， 使 得 和 1 一 po 可 设 了 关 0. 令 z= 
zl Nr, ， 
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/ A -一 | Tm | 十 | Xn | | | Tn | Xm | | im | A | 
本 
> 2 —2 (m,n-> 00), 
jr,l | x, 


这 推出 Dx; 十 x 一 2m,n -> co). 于 是 由 一 致 凸 性 推出 
xsmxi| ->0 n,n-> co)， 


由 完备 性 , (x,) 收敛 ,从 而 {x,} 亦 收 全 . 设 xz, 一 a € A, 则 a 显然 满足 (7) 


D. 光滑 性 


已 讨论 过 的 几 类 空间 涉及 球面 的 一 定 凸 性 ,如 容易 从 有 限 维 例子 看 出 的 ， 
这 自然 地 联系 于 球面 的 一 定 光滑 性 ,后 者 是 通过 范 数 的 可 微 性 刻画 的 . 
首先 简要 介绍 赋 范 空间 中 的 微分 概念 . 给 定 泛 函 p(,):X 一 R. 任 给 
六 六 EX， 令 p(0) = p(x 十 1h), 定义 
pt (zsh) = pr (0). 
当 p4 (x,h) 存在 时 称 为 p(.) 在 点 x 关于 有 的 单 侧 方 向 导数 . 若 
p4 (zsh) = p’ (rsh), 
则 记 为 p(x,h), 并 称 其 为 2(,) 在 x 关于 h 的 方向 导数 . 若 Yh € X， 
p(x,h) 存在 且 关 于 4 是 连续 线性 的 , 则 说 pC(.) 在 x 为 G 可 微 (或 弱 可 微 )， 
并 称 p (x,，) EX' 为 p(,) 在 + 的 G 导数 , 常 记 作 p'(z) 或 p(x). 若 存 在 
f: € X"，, 使 得 
| p(x+h)— p(x) — fh) |= ol | hkl), (8) 
则 称 大 为 pC(*) 在 x 的 下 导数 ,并 说 pl(.) 在 zx 为 -可 微 (或 强 可 微 ). 式 (8) 
相当 于 : Ye 汪 >0,36== 6(e,x) > 之 0, 当 EX, 上 hi 二 6 时 有 
| plx+h) mp lr) — fh) I<ellhl. (8)" 
若 (8) 对 hi 过 8 与 x € DD 一 致 地 满足 , 则 说 p(,) 在 D 上 一 致 可 微 . 
下 面 限定 p(x) = x. 取 定 x,h E X, 邻 pg0) 一 让 [p(x 十 雪 ) 一 
p(x)j. 利用 范 数 的 性 质 容易 验证 ; g(7) 在 上 > 0 时 单调 增 ,在 1 < 二 0 时 单调 
减 , 且 pg(3) 过 gl 过 0 二). 因此 p(x; 有) 必 存 在 , 且 
pe xh) Cp rh prth) — pr) < nl. (9) 
因 p (zx,h) = 一 pr (x, 一 hh), - 故 只 要 考虑 p(x,h). p(x,h) 对 及 显然 是 正 
齐 次 的 , 易 验 证 亦 是 次 可 加 的 ,因而 是 次 线性 的 . 车 p(x,h) 对 所 有 hEX 存 
在 , 则 
p (rshik) Cp Crh) ip (xr,k) 
=—p (xr,—h)—p (r,—k) 
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—p (xr,—h—k) 一 p (rh k), 

可 见 p (x,h) 对 hh 是 可 加 的 . 考虑 到 p'(x,h) 对 及 是 正 齐 次 的 且 p Cx, 一 有) 
二 一 (x,h) 知 p(x,h) 对 天 是 实 线性 的 ,然后 用 不 等 式 (9) 得 出 p(x,h) 对 
连续. 

若 plx) 在 任何 x 关 0 处 G 可 微 , 则 称 X 为 光滑 空间 . 

5.3. 13 定理 ” 实 赋 范 空间 X 是 光滑 的 仿 对 于 单位 球面 S 上 每 点 x。， 和 
在 唯一 AE X"* ,使 得 f(4) 过 上 hl 上 (CVhEX),/(xo) 二 1 (或 者 说 {f 
是 S$S 在 x。 的 唯一 支承 超 平面 ). 

证 首先 设 X 是 光滑 的 . 取 定 x。E€ S, 若 {f= 1) 是 S 在 xo 的 支承 超 
平面 , 则 由 


FJ _ flxo 十 如) 一 1 -一 上 xo 二 + 太一 |x 
， 1 t 


(t > 0) 


推出 FA 过 Cros 有 D). 以 一 hh 代 有 hh 得 fh) 宇 p (zo 有),— 故 f= 庆 Czo) 唯一 
确定 . 
其 次 , 设 S 在 每 点 有 唯一 支承 超 平面 . 取 定 
ToE Sho E XrELp Crosho), pp Cro,ho)], 
令 A== span{xo,h). 定义 4 上 的 线性 泛 函 
frlarotBho) 一 aa 十 Br (apE R). 
利用 不 等 式 (9) 及 的 选择 易 验 证 Fi 过 141CVAE A). 由 Hahn-Banach 
定理 , f, 可 扩张 为 g, € X"，, 使 得 g,(h) < ‖ CCVAE X),g,(xo) = 
ftw) 二 1. 由 唯一 性 , g, 与 7 无 关 , 故 必 
r=p (xosho) 一 四 (xj)， 
因而 2 在 z 为 G 可 徽 . 若 0 夭 xzEX, 令 工 =z/ zl , 则 易 直 接 验证 
Ar) 一 加)CVAEX)， 故 X 是 光滑 的 . 国 
5.3. 14 定理 ” 实 赋 范 空间 X 是 一 致 光滑 的 怠 p(x) = 上 x 在 单位 球 
面 S 上 一 致 下 可 微 . 
证 首先 设 XX 是 USS. VxE€ S,h€EX,0<e 一 1, 取 86 守 0, 使 当 上 太 | 
<< 时 有 
| z 十 页 下 十 下 xz 一 入 站 所 el (10) 
由 C10) 推出 pp zh) 一 p (xh) 之 2e1hl. 令 e 一 0 得 p' (x,h) 一 
Pp 《rsh), 可见 pl,) 在 S 上 G 可 微 , 且 由 (9) 有 
1— zh pS)|rinl -1 CresS,hexX). (1) 
结合 (10) (11) 得 出 ，Yx € S, 当 hl 二 6 时 有 
| z+A| ox op (rh) | 
Tz+hl + zoAhl| —2<2elhl, 
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这 正 表 明 如 (.) 在 S 上 一 致 可 微 . 
反之 , 设 p(*) 在 S 上 一 致 可 微 , 则 pC*) 必 G 可 微 , 且 Ye>>0,39>> 
0,Yx ES, 当 上 hl 二 6 时 有 
| x 二 TA zl pC,h) |<ellhl. (12) 
结合 (11) 与 (12) 得 出 
上 z+hl 十 x 一 A 一 2 
=[ | x+h| lpr,h)j+[lzrmhl| m1—p (xr, —h)] 


< 和 2e | 天 | (rrES, Al <. (13) 
现在 设 y,z € Xe< ly 11zl 雪 7 令 
3 十 # 太一 2 一 z /并 p= h ， 
< 2 ， 2 Hr? Lz 
则 当 DA 有 二 5, 即 y 一 zl 二 2 上 x18 时 ， 
yl 十 zl 二 Tz 十 A 十 上 zx 一 


三 x(x 十 | 十 上 x 一目) 
之 zl C+2elA 1)〉 (用 (13)) 
一 上 > 十 z| 十 ey 一 z， 
这 正 表 明 X 是 USS. 口 
结合 5. 3. 10 与 5. 3. 14 得 出 如 下 推论 . 
5.3.15 推论 ”和 X 是 一 致 凸 空间 仿 X* 中 的 范 数 在 单位 球面 S$” 上 一 至 
下 可 微 , X” 是 一 致 凸 的 会 X 中 的 范 数 在 单位 球面 S 上 一 致 下 可 微 . 
若 X 是 实 Hilbert 空间 , 则 可 验证 p(x) = x 上 | 在 单位 球面 S$ 上 一 致 
可 微 ,因而 推出 X = (X* ) 的 一 致 凸 性 . 任 给 zE S,hE€ X, 上 hh 之 1, 有 
| plzt+h)— pr) — (rx,h) | 


由 六 十 声 外 一 外 过 二 
和 去 二 天 T 二 人 人 人 


_ | CC 一 于 上 天 | 
1 


2 
La 


这 正 表 明 p(x) 在 S 一 致 下 可 微 , 且 其 下 导数 p(x) = x(x € S). 
8$ 5.4 可 数 基 空间 


在 前 两 节 中 我 们 看 到 ,与 Hilbert 空间 的 类 比 是 理解 自 反 空 间 .一 致 凸 空 
间 等 的 合适 方法 . 除了 单位 球 有 特别 好 的 拓扑 与 几何 性 质 之 外 , Hilbert 空间 
的 另 一 个 重大 优点 是 有 正 交 坐标 系 这 种 极 有 效 的 工具 可 用 ,而 一 般 Banach 空 
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间 却 缺少 类 似 的 坐标 系 ,因而 无 法 完成 在 Hilbert 空间 中 可 顺利 进行 的 许多 
精细 论证 . 这 就 促使 我 们 去 关注 那些 存在 某 种 坐标 系 的 特殊 Banach 空间 ,这 
就 是 所 谓 可 数 基 空 间 . 

在 本 节 中 , X 总 记 一 个 Banach 空间 , i,j,k,n 等 都 表示 自然 数 . 


A. 可 数 基 


5.4.1 定义 ” 若 存 在 序列 {e;) CX, 使 得 每 个 x CE X 可 唯一 地 表 成 
x 二 Daiei, (1) 

则 称 X 为 可 数 基 空 间 , 称 {e;} 为 X 的 一 个 可 数 基 或 Schauder 基 , 通 常 可 简称 
为 基 . 

可 数 基 存 在 是 一 个 极 强 的 条 件 , 它 蕴涵 了 许多 有 价值 的 结论 . 设 {e;} 是 
空间 X 的 基 , 则 直接 从 定义 5. 4. 1 得 出 以 下 结论 : 

(i) {e;} 必 线 性 无 关 , 特 别 其 中 不 含 零 向 量 ; 

(ii 展开 式 CD 相当 二 


并 一 lim Dae 
由 此 可 见 ，{ ) 是 和 的 基本 集 (参考 也 1.8), 因 而 X 可 分 . 常见 的 可 分 
Banach 记 间 都 有 可 数 基 。 但 P. Enflo(1973) 的 一 个 令 人 惊异 的 例子 否定 了 认 
为 可 分 空间 必 有 可 数 基 的 猜想 . 
(iii) 者 将 式 (1) 中 的 a; 写作 f(x), 则 (1) 可 改写 为 
rx= Dfilr)e: (rE€X). (1)” 
显然 f; 是 线性 的 ,下 面 将 证 明 f; € X*. 直接 看 出 
file)=6, (ij€EN), 
可 见 {ff} 是 {e;) 的 双 正 交 列 ( 参 看 4. 3. 8). 
(iv) 分 解 式 (1) 自 然 地 产生 算 子 序列 {P,) 与 {R,}: 


Paz = Pfre, R, = I— P,, (2) 


P, 称 为 关于 基 {e 的 自然 投影 显然 Pr 一 ,Rr 一 0(rE€E X,n>00). 下 
面 的 许多 分 析 实际 上 是 围绕 算 子 P, 进行 的 . 
(v) 分 解 式 (1) 诱 导出 内 人 
e:X K’, 广 一 (三 (z)). (3) 
若 定义 |e(x) | = 上 x (x € X), 则 得 到 等 距 同 构 久 -> e(X). 在 这 个 意义 
上 ,每 个 可 数 基 空间 都 可 看 作 一 个 序列 空间 ,这 与 无 穷 维 可 分 Hilbert 空间 等 
距 同 构 于 (参看 5. 8. 4), 是 颇 相 类 似 的 . 
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给 定 序列 {e:} CC X, 验证 {e } 为 基本 集 , 通 常 并 不 困难 . 于 是 重要 的 问 
题 是 ,一 个 基本 集 {e;) 需 满足 什么 条 件 才 能 成 为 基 ? 下 面 是 一 个 基本 的 结 
果 . 

5.4.2 定理 ”对 于 Banach 空间 X 的 基本 集 {e :zi E N), 以 下 条 件 互相 等 


价 : 
(i) fei} 是 X 的 基 ; 
(iD 存在 X 上 的 等 价 范 数 上 。，|| ，, 使 得 对 任 给 {a:} C 攻 有 
[Bael<| Bee), a<r<m. 4) 
i=1 i=1 
(iii) 存在 8 1, 使 得 对 任 给 (a:} CK 有 
[Bael<alDael a<n<m. (5) 
i=1 i=1 
证 〈D= 一 (iD. 设 fei) 是 X 的 基 . 定义 
lxli=suplPzrl| (rE€X). (6) 
直接 验证 | 。 | ， 是 一 个 范 数 , 它 满足 (4), © x1 二 ex, 上 且 
| fiCxr)ei | 一 | Pz 一 Peizl 委 21zl，， (7) 


为 证 上 〗。 | 等 价 于 上 ， | , 只 需 证 (X, | ， 1) 完备 ( 依 4.2.4(i)). 设 
{zs) CX 依 上 儿 。， | 为 Cauchy 列 , 则 用 (7) 得 
| 广 (zn — TX ) es | 2 zx 一 mr | 一 0 (m,n 一 co)， 
可 见 {fi(z,):nE N) 是 Cauchy 列 . 设 Azo) 一 acoEN)， 今 证 依 
范 数 | MM | 1 有 ZX 一 yy 二 > yaiei， 邻 yi 一 Daje;, Ye > 0, 取 no E€ N， 使 得 
JS 


1 zx CO— zi 二 eC(Ym,n 之 1), 则 


k 
| BfiCrwe 一 Per < (Vm,n>n,k EN). 
i=1 


在 上 式 中 令 m 一 得 
yi — Pr, Se (Yn>m,k € N). (8) 
利用 这 一 结果 并 注意 Pix, 一 Xxx(& 一 00)， 
| yx CO— | | ym Perr | 十 Per 一 Pr | 
二 Px, 一 yl， 
得 出 yt: 一 XE€ X,a; = fi(7X). 于 是 (8) 可 改写 成 
Pirx—x) | Se (V7 并 EN). 
这 推出 上 x 一 zx 1 过 eln 实 m0), 才 zx 一 | -> 00 一 co). 
(ii 一 (iii) 是 平凡 的 . 
(iiD 之 (D, 取 定 zE X, 若 z 一 2aei, 则 由 (5) 推 出 
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[Bael<al zl (YnE€N). (9) 
这 1 


由 (9) 推 出 : 若 0 = > ae, 则 必 w 二 0. 这 又 推出 , 若 分 解 式 (1) 成 立 , 则 系数 
u 必 唯 一 决定 . 取 z = 2)anei; (有 限 和 ) ,使 r >x(n->oo0). 类似 于 (7), 由 
(9) 推 出 

| Gomi — oe <2B) x — zl, 
故 得 ww 一 oi(n -> oo,，V i EN). 类 似 于 本 证 明 第 一 段 ,可 得 x 一 》'we,. 故 
te} 是 XX 的 基 . 口 


设 {e;) 是 XX 的 基 , 则 由 不 等 式 (7) 推 出 f; EX*(ViE N).YfEX', 由 
展开 式 (1)' 得 


f(r) = 2 fe) filz) (Yrx EX). 
这 就 表明 ,在 弱 * 收敛 意义 下 {f;) 是 X* 的 可 数 基 , 且 


j = >) 六 CEX)， (10) 
此 展开 式 在 弱 * 收敛 意义 上 理解 . 其 次 ,由 (6) 有 
Pxzl < lxrli<eonstlzl (VreX), 


这 表明 {P,} CL(X) 一 致 有 界 . 
以 下 结果 形式 上 降低 了 基 的 条 件 
5.4.3 定 理 给 定 序列 {e;} C X, 若 在 弱 收 敛 意义 上 每 个 zx 可 唯一 地 表 
为 展开 式 (1) , 则 te; ) 是 区 的 基 ， 
证 因 Px -~ xln 一 co,x EX), 故 {Pr} 对 nn 有 界 ,因此 范 数 上 x 
( 依 (6)) 仍 有 意义 , 且 
x <liml Perl < lx (用 $ 5. 1(9))， 


4e) 是 X 的 弱 基本 集 , 亦 必 为 基本 集 ( 依 4.4.5(i)). 因此 ,如 同 5.4.2 之 证 ， 


只 需 证 明 (X, | ， 中 ) 是 完备 的 . 为 此 ,只 需 将 5.4. 2 之 证 的 第 一 段 略 作 修 
改 . 应 条 伯 Pr 一 换 成 Pir, -~ zx,(k—> 00， 


nE€ NN)({x,}) 是 对 中 的 上， 上 1- Cauchy 列 ). 不 过 不 等 式 (8) 仍 保持 成 立 ， 
于 是 ve X* 有 
| fly — yy0) [S| f(y) — Paz, |+| f (Per, — Px,) | 十 | fCPix,— yi) | 
<2el fl + fCPir, — Prr,)? | (2 之 mo)， 


这 表明 {y} 弱 收 敛 . 由 4.4.2, 必 有 x E XX, 使 y-、 x(k 一 00). 于 是 如 同 
5. 4.2 之 证 可 得 x, 一 x 1 ee 
5.4.4 推论 。 (i) 设 序列 {e;) CX 线性 无 关 , 存 在 { 广 CCX*， 使 得 
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V 和 EAX, 依 弱 * 收 仿 有 展开 式 (10), 则 te) 是 X 的 基 . 

(ii) 若 X 是 自 反 空间 , {e;} 是 X 的 基 , {f;) 是 其 双 正 交 列 , 则 (1 六 是 X* 
的 基 . 

证 (i) VYx EX,f EX', 由 (10) 有 

Hz) = Df ed filz) 一 lim /f(D Acoe)， 
这 表明 在 弱 收 敛 意 义 上 有 
一 2 广 (z)ei， 

于 是 由 5.4.3 知 {e;} 是 XX 的 基 . 

由 (iD 直接 推出 (ii). 

以 下 结果 表明 ,一 个 可 数 基 (e;} 经 适当 小 的 扰动 后 仍 保持 为 基 . 

5.4.5 定理 设 {e;} CX 是 一 个 基 , {ef) CX 是 一 基本 集 , { 户 } 与 {e;) 
双 正 交 . 车 


5 会 2) eel lfil <1, (11) 


则 {e’) 也 是 X 的 一 个 基 . 
证 设 mmm8 依 式 (5), 今 证 {es) 满足 一 个 类 似 于 (5) 的 不 等 式 . 任 给 


{a;} C K,， 令 必 一 DP) aeisy, 一 Dae' » 则 


| Shr +|D fC) ce —e) 
i=!1 


| 
i=1 


Uo Bito) zr, ll (用 (5)) 


Ty rd — | fC) em—e) 
i=1 
> (1 一 co) | xz, |. 
综合 以 上 两 个 不 等 式 得 到 
[yl < gr<m, 


于 是 由 5. 4.2 得 出 所 要 证 . 


设 {ei} 是 X 的 可 数 基 , {f:) 是 其 双 正 交 列 , 则 
l= fle | fl el < const， 

最 后 一 个 不 等 号 依据 不 等 式 (7). 由 以 上 不 等 式 推出 
sup | es <% Sinfl fil >0, 
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inflle | >08supl fl < oo. 
当 0<infle,l SP | <oo(SO0<infl fl Qsupl Al 一 ce ) 时 


称 {ei} 为 有 界 基 . 若 {e;} 是 有 界 基 , 则 易 推出 上 CeCX) Cc, 其 中 e(.) 依 
63) ,空间 Le 郧 see. 


B. 可 数 基 的 例子 


{e;} 是 Hilbert 空间 HH A 交 基 (参看 5. 8. 3), 则 fe;) 显然 是 万 
的 可 数 基 . 若 e = (6; :jE€ N), 则 {ei} 是 空间 (1 二 一 co) 的 可 数 基 这 
些 都 是 极 明 显 的 例子 于 ,从 它们 为 可 数 坚 凡生 提供 了 从 下 则 常见 的 可 
分 Banach 空间 的 可 数 基 都 已 求 得 ,它们 的 构造 已 不 那么 简单 ,下 面 仅 考虑 相 
对 较 简 单 的 两 个 例子 . 

1 Schauder 函数 系 {gi) :9g1(D) 二 1,g2(0) 一 4， 当 i = 二 2 十 jj 十 1(j 一 1 


2.…,2 ,一 0,1,…) 时 , gi(7) 在 区 间 As 会 (3, 去 ) 之 外 为 零 ,在 As 的 
中 点 处 为 1 ,在 其 余部 分 线性 连接 . 可 验证 {9;) 是 C[0， eR 在 pr 
不 为 零 的 区 间 工 上 , yi(i 委 n) 均 为 线性 函数 . 任 给 {a} CR, 令 p= 
2 ia9，， 则 


| ole =( sup, | oD) I) V (sup | gC7) |) 


=, sup, | pg(1) | 一 ,SnP， | ep(D + oni pt (1) | 


<| >apl, 
这 表明 {w } 满足 5. 4. 2 之 条 件 (iii), 因 此 {gy;} 是 空间 C[0,1] 的 一 个 可 数 基 . 
2° Haar 函数 系 {h.} :h(i) = 1 ,ho 在 区 间 Apg (J 一 1,2,..,2*, 一 0， 
1,…) 的 前 后 两 半 上 分 别 为 1 与 一 1, 而 在 它 处 为 零 , 则 同样 可 说 明 {h,} 是 空 
间 L?[0,1]( 志 p 过 00) 的 基本 集 , 且 


[Band, < | Sond, 
其 中 {a;} C R. 于 是 由 5. 4. 2 得 出 {h;} 是 空间 L*[0,1] 的 可 数 基 . 
在 以 上 讨论 中 ,一 些 推理 细节 已 省 去 ,其 完整 表述 有 些 繁琐 , 不 过 从 直观 
上 看 来 还 是 明显 的 . 


C. 可 数 基 空 间 的 性 质 


以 下 设 X 是 具有 可 数 基 {e;} 的 Banach 空间 . 形式 上 看 , {e;} 有 点 像 
Hilbert 空间 的 标准 正 交 基 . 但 实际 上 { 一 直 过 没有 于 好 的 性 区， 例如 ， 
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不 仅 不 能 断定 e 为 单位 向 量 ,甚至 不 能 断定 ‖| e | 有 上 界 或 正 下 界 . 这 些 不 
确定 性 都 妨碍 了 运用 可 数 基 去 得 出 很 接近 于 Hilbert 空间 的 结果 . 尽管 如 
此 ,可 数 基 还 是 有 一 些 有 价值 的 应 用 . 

以 下 设 {fi} 是 fei} 的 双 正 交 列 , P, 依 (2). 

5.4.6 定理 (i) A CX 相对 紧邻 A 有 界 目 对 x €E A 有 Pr = (n> 
00), 

(0 设 rmEXnEN, 则 六 -> 工 后 让 rc)-> FrVIEN) 日 对 
nE€N 有 Pr, 3 7x,(k -> 00). 

证 (1) 首先 设 A 相对 紧 , 则 A 有 界 . 若 不 对 xE€ A 使 Pr 地 x, 则 存在 
Ee 这 0 与 2 过 nw 过 …,xe € A, 使 得 

| Prix ee (VEEN). 

由 A 相对 紧 , 不 妨 设 x 一 x, 于 是 

GE | 

azli+t+ Prar|+i+lr-nl m0 (4k>o%) 

(其 中 上 。, 依 (6)) ,得 出 矛盾 . 

反之, 设 A 有 界 , 对 xE€ A 有 Px 地 之 , 取 定 {x,) CA. 由 不 等 式 (7) 推 
出 A“ 依 坐标 "有 界 , 即 ViE N: f(A) 有 界 . 于 是 用 “对 角 线 法 ”可 取出 人 2,} 
的 一 子 列 ,不妨 仍 记 作 {x,}, 使 得 六 rn) 一 a(n -> occ,ViE NN). 今 y= 
> ae;, 则 

| Ye Yi | < | Ye — Pix, 十 | Pix, 一 Pir, | 十 上 | PP 一 yy | 
会 卫 十 J 十 J. 
Ve0, 取 hk EN, 使 得 Vk,! 之 ho, 有 了 上 < 过 e. 固定 /之 h， 取 nn 充分 大 ， 
使 万 十 六 <e， 从 而 | 3 Yi | 二 2e(Yk,! 宇 ko). 这 得 出 y; -> 二 > aiei， 
且 上 x 一 x 上 过 2e(Vk 之). 然后 由 
Fx x Dr Pe Pr yl | ym—xl 

得 出 x, -> zx. 故 A 相对 紧 . 

(ii) 只 要 证 充分 性 . 设 fi(xi) 一 f(r)(n->o0,YiEN), 且 对 nEN 有 
Pier Sx,(k > oo0), 则 由 

rx) lz — Pr | Pr—xrll 


up | PCz — x) | | €; | 


看 出 x, 一 工 
5.4.7 命题 设 {e) 与 {f;) 分 别 为 X 与 X* 的 基 , TE€ L(X),Te, = 
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aiei 则 以 下 结论 成 立 : 

YT f= Dasfis 

(i) 工 是 紧 算 子 售 P,T 一 Tl -0 全 对 于 | zl 过 1 有 RTr 二 0,P， 
与 R, 依 (2). 

证 (Gi) 因 1{f;) 是 X* 的 基 , 故 (参照 (10)) 

T* f; = 2 CT* f) ey)p,, 
(T* fi)(e) = fi(Te) = Dayfiler) 一 ai， 
这 得 出 所 要 等 式 . 

(ii) 显然 只 要 证 第 一 个 等 价 性 . 因 dim RCP,) 二 00, 故 P, 是 紧 算 子 , 因 
此 当 上 P,T 一 Tl 一 0 时 工 是 紧 算 子 (用 5.1.19). 反之 , 若 工 是 紧 算 子 , 则 
TBx 相对 紧 , 于 是 由 5. 4. 6(D) 知 对 zxE Bx 有 P,Tx 地 Tr(n->co), 这 正 意味 
着 PP,T 一 TI ->0. 口 

最 后 ,我 们 给 出 有 可 数 基 的 自 反 空间 的 一 个 刻画 . 

5.4.8 定 义 设 (e) 是 X 的 基 , A, = span{e;:i 之 n). 若 Vf/EX*, 有 
了 | A, -> 00 一 ce), 则 说 基 {e;} 是 收缩 的 . 若 对 任何 fw CC K， 
sup| Dae| 二 ~ 蕴涵 we 收敛 , 则 说 {6;) 是 有 界 完备 的 

设 1 之 pp 过 00,{e;) 是 2 的 标准 基 ,，Vy=(y) E41,g=p/(p 一 1), 令 
AD 一 > ao 一 Cr) € 7), MM 

[fA = yy) >0 >%), 
这 表明 {e} 是 收缩 的 . 若 {fa;} CK 使 得 


n nn 
1p 
sup| DY ae], = sup( 5 | a; | ,) < cc， 
i=1 ™ i=1 


则 显然 x = 》) ae; € 1?, 这 表明 {e,) 是 有 界 完备 的 . 

以 上 绪论 是 否 仅 基于 空间 (1 < 二 p< 过 %) 的 自 反 性 ?以 下 定理 对 此 作出 
了 肯定 回答 . 

5.4.9 定理 (James) 设 和 是 有 可 数 基 的 Banach 空间 , 则 XX 是 自 反 的 己 
X 的 任何 可 数 基 是 收缩 的 有 界 完备 基 . 

证 设 X 是 自 反 的 , fe;) 是 X 的 可 数 基 , 1f;} 是 te} 的 双 正 交 列 . 由 
5.4.4(1i), {fi} 是 X" 的 基 , 且 容易 验证 P; 正 是 关于 基 {f;) 的 自然 投影 (P， 
依 (2)). 令 A, 二 span{e;:i 宇 n),VYfE X", 有 

fl1A,l =| Paif—/))|A,l 
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委 | PP 一 /一 0 CO 一 co)， 
这 表明 {e} 是 收缩 的 . 车 fw) CCK 使 得 sup| > yeei| 一 <, 则 由 定理 5.2.2 
有 六 过 no 过 …, 使 得 > ae 人 (RE->co). 这 推出 a = xzCVIEN)， 
因而 x 二 2》)aie;. 故 {ei} 是 有 界 完备 基 . 
反之 , 设 X 有 收缩 的 有 界 完备 基 {e)，, 今 证 X 是 自 反 的 . 为 此 只 要 证 ,对 
任 给 序列 {zx,) C Sx, 其 中 可 选 出 弱 收 剑 子 列 . 设 {f;) 是 {e} 的 双 正 交 列 ， 
用 标准 的 对 角 线程 序 可 取出 子 列 (x, }, 使 得 六 zw ) -一 w(CViE N). 因 


[Bae =MimD oe 
=limPura < IP, |, 
故 由 {e;} 的 有 界 完备 性 得 x 二 >ae; € Xfi(rn) > fi(x)(k -> cc， 
IEN).YAEX' ,由 {e) 的 收缩 性 有 
| fee, —f|= sup | fe) pen) — f(z)| 


lxls 
= sup | DfCe) f(z)| 
zsl 7 


一 | f(x) | 


所 2. i 和 el 
=|flAnl|—>0 (一 co)， 
这 表明 {f;}) 是 X* 的 基 . 因此 zx, 一 x (用 5.1.5), 如 所 要 证 . 


35.5 半 序 空间 


本 书 序章 中 已 经 提 到 ,抽象 空间 通常 是 互相 兼容 的 几 种 基本 数学 结构 的 
结合 (参看 $1. 1E).TVS 及 作为 其 特 款 的 赋 范 空间 , 正 是 兼 有 拓扑 结构 与 代 
数 结构 的 典型 例子 . 然而 ,直到 现在 为 止 , 并 未 在 TVS 中 考虑 任何 序 结构 , 因 
而 任何 涉及 不 等 式 z 迄 y(Cz,yE XI) 的 概念 与 命题 ,在 TVS 中 尚 无 意义 . 这 
势必 大 大 限制 抽象 空间 理论 的 发 展 与 应 用 . 实际 上 ,在 TVS 中 引进 序 结构 不 
仅 是 可 能 的 ,而 且 导 向 一 个 异常 丰富 的 理论 . 本 节 只 是 这 一 理论 的 极 初步 的 
介绍 . 

本 节 中 设 X 是 实 赋 范 空间 . 

A. 锥 与 序 锥 

5.5.1 定 义 设 名 关 KCX. 若 Yi>0, 有 1 汉 CK, 则 称 K 为 锥 .车 
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K 是 一 个 财 凸 锥 , 且 满 足 条 件 
开门 (一 天) 一 40) 天 天 ， (1) 
则 称 K 为 序 锥 . 
若 K CX 是 一 个 锥 , 则 KK 是 凸 锥 的 充 要 条 件 是 K 十 K CK. 若 开 是 闭 
锥 , 则 任 取 zrE K, 有 nix->0€ K(n— 0o0). 
车 CX 是 一 序 锥 ,定义 
XRYOyIrIOy—rEK (x,y € X), (2) 
则 可 验证 和 有 以 下 性 质 ， 
(i) 委 是 X 上 的 一 个 半 序 ( 依 1.1.4); 
Gii) 半 序 科 是 线性 的 中 ,这 意味 着 
Ziyi 二 1,2) 访 二 TI 十， 
Tya 和 0 ar 人 Cay; 
(Giii) 半 序 万 是 连续 的 ,这 意味 着 
EyVnEN)= limx, < 过 limy, (假定 极限 存在 ); 
(iv) 魏 是 非 平凡 的 ， 这 意味 着 至 / 少 有 一 个 zE XX, 使 0 关 x 实 0. 
反之 , 若 X 上 给 定 了 一 个 满足 上 述 条 件 (GD) 一 (iv) 的 半 序 过 , 令 
K={rE€ Xr>0), (3) 
则 易 直 接 验 证 K 是 X 上 的 一 个 序 锥 . 这 就 表明 ,给 定 一 个 序 锥 与 给 定 一 个 满 
是 条 件 (D)~(iv) 的 序 是 等 价 的 . 当 如 上 的 民 或 入 已 给 定时 , 称 X 为 半 序 赋 范 
室 间 ,简称 为 半 序 空间 @, 必要 时 将 它 写作 (X,K) 或 (X, 过), 并 称 < 为 锥 K 
导 人 的 序 . 
半 序 空间 的 原型 就 是 熟知 的 Euclid 空间 R". R" 的 “第 一 象限 ”Ri 显然 是 
一 个 序 锥 , 它 在 R' 上 导入 一 个 半 序 入 . 任 给 x 二 (xi),y 一 (yi:) ER ,有 
TRYIOYyY~TIERIOLrSCY ( 委 上 委 7)， (4) 
由 (4) 表 出 的 序 委 称 为 R" 中 的 通常 向 量 序 ,简称 为 向 量 序 . 向 量 序 在 数学 及 
其 他 领域 之 应 用 已 如 此 广泛 ,以 至 已 成 为 一 种 常识 . 在 半 序 空间 理论 中 ,适当 
地 借鉴 央 上 其 直观 性 的 向 量 序 ,是 有 益 的 . 
以 下 设 X 上 已 给 定 一 个 序 锥 天 , 且 在 X 中 使 用 由 天 导入 的 半 序 委 . 对 
任 给 x,y E 义 , 约定 
TT<yOy>IrSO0y—rE€E kK, 
TXyOySTrOy—r€ 天. 
奇 之 0, 则 称 x 为 正 元 ;车 x 污 0, 则 称 x 为 强 正 元 . 车 a,b5E X,a 达 5b, 则 


(5) 


印 通常 也 称 全 序 为 线性 序 .注意 与 此 区 别 . 
@ ”对 于 半 序 空间 或 有 序 空 间 .文献 中 所 给 的 条 件 可 能 略 有 差异 . 
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称 

[a,b] 人 A{r€E Xarh) (6) 
为 序 区 间 . 车 ACX, 存在 a,bEX， 使 AC [Lab 则 称 A 为 序 有 界 集 . 若 
序列 {x,) CX 满足 xz; 过 xw《Yn EN), 则 称 (x,} 为 单调 增 序列 或 简称 为 
增 序 列 若 亿 是 R' 中 的 向 量 序 , 则 {x CC 了 是 增 序列 意味 着 其 各 坐标 为 
增 序列 . R' 中 的 序 区 间 [a ,0] 就 是 一 个 以 a,6 为 其 顶点 的 维 方 体 . 


B. 正规 锥 


尽管 与 向 量 序 的 类 比 使 抽象 的 半 序 空间 获得 某 种 直观 形象 ,但 仍 可 能 出 
现 一 些 非 直观 上 所 期 望 的 怪异 性 质 . 例如 , 序 区 间 [a,6b] 未 必 是 有 界 集 ! 为 
避免 这 类 情况 ,只 有 对 序 锥 K 作 更 强 的 限制 . 

5.5.2 定义 () 若 X= 开 一 氏 , 则 说 天 是 再 生 的 . 

(ii) 着 XX = spanK, 则 说 天 是 完全 的 . 

(iii) 若 X 中 的 序 有 界 集 必 范 数 有 界 , 则 称 K 为 正规 锥 . 

(iv) 知 X 中 的 序 有 界 增 序列 必 收 和 敛 , 则 称 KK 为 正则 锥 . 

(v) 知 X 中 的 范 数 有 界 增 序列 必 收 敛 , 则 称 K 为 全 正则 锥 . 

我 们 关注 的 重点 是 正规 锥 ,下 面 给 出 它 的 一 些 等 价 刻画 . 

5. 5.3 定理 ”对 于 半 序 空间 (XX,K), 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(i) KK 是 正规 锥 ; 

GD inf{|x+y| :r+y€E KN Sx} > 0; 

Gil 438>0:0&7zEy= lzr| plyl; 

(iv) (Bx 十 K) 由 (Bx 一 K) 范 数 有 界 . 

证 〈D 字 (iD. 若 (区 不成立, 则 存在 ,ww E K 门 Sx，, 使 得 

| 十 四 < (YnE€EN), 


这 推出 
0 二 rzr， < Dh 上 yn) 会 0， 


上 式 表明 序 区 间 Lo,6] 范 数 无 界 ， 因而 K 必 非 正规 锥 . 
(0 一 (iD. 车 Gii) 不 成 立 , 则 存在 x, ,vy, E X, 使 得 
Oy rl >n|y, | (Yn€N). 
约定 x 二 x/| 上 x, 令 必 二 yy 一 nz, 则 
zz EKNSxin m1 zl ntl. 
于 是 


/ 
EA | 
IE 
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用 


lL 
这 表明 条 件 (iiD) 必 不 满足 . 

(iD=>(v). Ya,b €E Bxyryy €E K, 由 a 十 += 二 6 一 y 推 出 0 过 x 之 x 十 
y 一 6 一 a, 于 是 由 条 件 (iD 有 | zl 之 p15-al 之 28, 因而 Wax| 过 28 
十 1, 这 表明 (Bx 十 K) 门 (Bx 一 K) 有 界 . 

(iv) 过 (). 设 [a,6b]CCX 是 一 序 区 间 , 不 妨 设 a,b€ Bx. VYxE [a,b], 有 

T=a+ (ra)=6b~(b—7r)€ (Bx kK) (Br — kK), 

于 是 由 条 件 (iv) 推 出 [a,6] 范 数 有 界 , 因 此 K 是 正规 锥 . 口 

若 dimX<ce, 则 K 门 Sx 是 紧 集 ,而 由 条 件 (1) 推 出 x,y€E Kn 站 Sx 时 
Z 十 ?天 0, 因此 5.5.3 中 条 件 (iD 必 满足 ,从 而 天 是 正规 锥 . 由 此 可 见 ,正规 
锥 概念 只 有 在 无 限 维 空间 中 才 有 意义 . 对 于 正则 与 全 正则 锥 , 亦 可 得 出 同样 
的 结论 . 

5.5.4 推 论 对 于 序 锥 氏 , 有 全 正则 之 正则 二 正规 . 

证 直接 由 5.5.2 看 出 ,正规 十 全 正则 之 正则 . 若 开 非 正 规 锥 , 则 由 
5.5.3(i) 有 xz,ys €E K 门 Sx, 使 得 zx 十 yy 二 nC(YnE€N). 令 

Z2n 一 2 Cri + yi) ,zen = Zo Xn, 

则 {z,} 是 范 数 有 界 且 序 有 界 的 增 序列 , 它 显 然 不 收敛 . 因此 天 既 非 正则 锥 亦 
非 全 正则 锥 . 这 结合 上 面 已 得 之 结论 看 出 :全 正则 过 正则 = 正规 ,如 所 要 
证 . 


(7 一 | Zn | ) 2 
nz, 


2 
委 二 ， 


n 


< 


正则 (或 全 正则 ) 锥 的 意义 在 于 , 仅 当 K 是 正则 (或 全 正则 ) 锥 时 ,在 X 中 
才能 如 同 在 经 典 分 析 中 一 样 运用 有 界 单 调 收敛 原 理 : 序 有 界 (或 有 界 ) 单 调 序 
列 必 收敛 . 这 一 事实 对 于 无 限 维 半 序 空间 尤 有 意义 . 

注意 X 一 开 一 开拓 X 一 span 开 , 因此 再 生 锥 必 是 完全 的 . 其 次 , 若 K° 
了 名， 则 有 x 十 rBx C KC >>0), 于 是 

Bx Cri(K—zr)C span K, 
因而 X = span K. 因此 ,内 部 非 空 志 再 生性 坟 完 全 性 ,三 者 反映 了 锥 的 “丰满 
程度 ”的 几 个 递 进 层 次 . K" 冯 好 是 一 个 极 有 用 的 条 件 , 可 惜 许多 常用 的 半 序 
空间 并 不 满足 这 一 条 件 . 
5.5.5 定理 设 X 完 备 , 则 开 是 再 生 锥 的 充 要 条 件 是 
39>0, 使 9CCKmB) 一 (K 门 B) (B= Bx). (7) 
证 令 A==(KN 站 BB 一 (K 门 B). 车 6B CA,56 汪 0, 则 
X=UneB CUnA CK—K, 


故 开 是 再 生 的 . 反之 , 设 K 是 再 生 的 , 则 易 见 X 二 UT?nA. 由 定理 3. 2. 6, 必 
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(4) 夭 好. 由 (4) 为 对 称 凸 集 推 出 0E (4)”, 于 是 存在 8 沁 0, 使 得 28B CC 
A. Vr E 6B,， 取 和 A 门 B;(27), 然后 取 
2 所 A NN (4 一 2z)，…， 
如 此 得 序列 {x,} C A, 使 得 
7 一] 
人 E€ B, (2"x 一 >») 2"iz;) 9 
i=1 


由 此 得 x 二 >)， 2™x, € A. 因此 6B CC A, 如 所 要 证 . 


C. 对 偶 锥 


为 记号 简便 , 作 如 下 约定 : 
A<BOVaE€ A,bE B, 有 a b, 
(A,F)= {f(r):rEA,f EF) = F(A), 

其 中 A,BCX,FCX*. 类 似 地 ,记号 A 二 B,A 志 5 及 《x,F) 等 的 意义 自明 . 

5. 5.6 定义 ” 任 给 锥 KCX, 称 

K={fEX’':.f(K)>0) (8) 

为 的 对 偶 锥 . 

直接 看 出 K- 是 X* 中 的 弱 " 闭 凸 锥 ,因而 也 是 闭 凸 锥 . 不 过 , K- 未 必 满 
足 条 件 (1), 因 而 未 必 是 序 锥 . 不 过 ,当天 是 序 锥 并 在 X 中 导入 半 序 时 , 仍 约 
定 在 X” 中 依 K” 定义 如 下 对 偶 序 : 

fgSOg—fE KiOf(r) g(x) (VrER). 

如 此 定义 的 序 委 是 一 个 线性 .连续 的 拟 序 ,但 未 必 为 半 序 ,也 未 必 存 在 正 元 , 即 
满足 /(K) 0 的 非 零 连续 线性 泛 函 . 

若 取 KK 二 Ri, 则 

yYyEK OyER,y.r>0 (VrER’). 

特别 , 设 {ei} 是 R" 的 标准 基 , 则 由 y+ei 之 0(1 志 i 志 n) 得 y 宇 0, 因此 天: = 
Ri ,这 表明 R? 以 自身 为 其 对 偶 锥 . 

如 果 将 K 一 K' 看 作 一 种 运算 , 则 它 与 运算 K -> K? 或 K 一 K+ 颇 相 类 
似 ,因而 可 借鉴 $4.4A 中 那些 结果 . 下 面 汇集 一 些 有 用 的 公式 ,其 证 明 是 直 
接 的 . 


FCK ¢F(K)>>0OKCF', (9) 
KCMCX—>K ODOM., (10) 
Ki= (coK)’, (11) 


其 中 CX,FCX*. 车 KK 为 子 空 间 , 则 K*= K-. 
以 下 结果 显然 是 双 极 定理 的 一 个 类 似 (参照 $ 4. 4(12)). 
5. 5.7 命题 “ 任 给 锥 KCX, 有 
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X 门 开 ”一 co 天 . (12) 
证 由 <K,K ) 宇 0 推出 KCK ,因而 
KCXNMNK-. 


因 X 门 K， 必 为 闭 是 锥 , 故 得 coK CXNK .车 z+ EE X\coK, 则 由 4.3.5 
(i 有 /EX*,r ER, 使 得 
f(x) re flcoR). 
因 06E cok, 故 7 过 0, 从 而 f(x) 二 0. 车 有 yE€ K, 使 /(y) 二 0, 则 iy € 
KG>0),f(ty) 一 一 co(1 一 00), 这 与 1(K) > 相 巴 盾 . 因此 f(K) 过 0， 
即 广 E KK ,这 推出 zxE 天 ,于 是 式 (12) 得 证 . 
K 是 闭 凸 锥 , 则 (12) 可 写成 X 门 K 一 天. 若 儿 是 序 锥 且 导 人 X 中 的 
半 序 受 . x EX, 则 
0 全 7EK OYVYfEK .f(r 0., 

这 就 得 到 判定 向 量 不 等 式 的 如 下 一 般 方 法 : 

TyOV/EKRK, f(x) < f(y). (13) 

这 与 判定 向 量 等 式 的 以 下 结论 ( 依 4. 3. 5(iv)) 恰 相对 应 : 
T=yOVfEX' :CC) = fly). 

以 上 事实 表明 ,对偶 锥 起 着 类 似 于 对 偶 空间 的 作用 . 若 开关 好, 则 有 类 似 于 
(13) 的 以 下 判别 法 : 

TCLYIyOVFER AN :Ar) < fly). (14) 

证 显然 (14) 相 当 于 

rEKOVFEK' \(0):f(x) > 0. 
若 EK",0 关 ffEK', 则 必 f(x) 宇 0. 但 fCK") 是 开 区 间 (4. 3. 2(iiD) ) , 故 
必 f(x) 之 0. 反之 , 若 zE X\K*, 则 由 分 离 定理 (4.3.4), 有 f/fE€EX*,r€ER,， 
使 得 


fx) rr< KK)， 

这 推出 +r 之 f(K). 由 0 EK 得 r 过 0, 因而 f(x) 过 0. 于 是 如 同 命题 5.5.7 
之 证 , 必 有 JE 天 . 可见 (14) 为 真 . 

我 们 已 在 多 处 看 到 ,空间 X 与 X* 的 性 质 有 某 些 很 强 的 对 应 关系 (如 
5. 1.7.5. 2.3,5. 2.4,5. 3. 10 等 ). 现在 指明 KK 与 天 之 间 亦 有 类 似 的 对 应 关 

5.5.8 定理 设 KCX 是 序 锥 , 则 以 下 结论 成 立 : 

(i) 天 是 完全 的 后天 是 X 中 的 序 锥 ; 

(ii) K 是 再 生 的 OK" 是 正规 的 ; 

(ii KK 是 正规 的 合 氏 是 再 生 的 . 

证 (iD 必定 K' 关 {0}, 否则 由 (12) 有 XX 二 K, 这 与 (1) 了 矛盾 . 于 是 


85.5 半 序 空间 。183 。 


K' 是 序 锥 全 10} 一 开 -有 门 (一 K) = 一天- 
属 针 二 span K 镶 K 是 完全 的 . (用 4.4.5(CviD) 

(ii) 车 KK 是 再 生 的 , 则 有 6 放 0, 使 5B CCA (记号 依 5.5.5 之 证 ). 设 阴 

gE X" 依 Kt 导入 的 序 有 0 这 ff 达 g, 则 
S| fl =supf(6B) < supf (A) 
<supf(K NB) < supg(B)= lgl, 
这 表明 K+ 是 正规 锥 (用 5. 5.3(iii)). 反之 ,车 K 不 是 再 生 的 , 则 由 5. 5.5 之 
证 看 出 0 蕊 (4)” 于 是 Yn€EN,3x€w0B\A. 因 A 是 闭 晤 集 且 0E€ A, 故 
依 生 3.5( 有 EX" ,使 得 f(A) 二 1 过 f(x,). 这 推出 站 疡 上风 且 
EB 二 Ki,B' = Bx (车 f,EB' 十 K’, 则 因 B’ 十 K* 习 * 闭 ,由 4.3.5 
(让 有 xEXx, 使 
f(t) >1>7B’ KR ), 

这 推出 2(B* ) 二 1,X(K7) 之 0, 从 而 rE 一 KN 站 BCA ,这 与 /,(4A) 二 1 芽 
盾 ). 同 理 f, € B* 一 Ki ,因而 (B* 十 K') 门 (B* 一 Ki ) 无界, K* 不 是 正 
规 的 ( 依 5. 5. 3(iv) ). 

(iii) 的 证 明 是 类 似 的 . 


D. Krein 定理 


如 在 $ 4. 3 中 指出 的 , Hahn-Banach 定理 主要 用 来 确立 满足 特定 要 求 的 
泛 函 Fe X* 的 存在 性 . 在 半 序 空间 理论 中 ,确立 满足 一 定 要 求 的 JE K- 存 
在 有 同样 的 重要 性 ,而 如 下 的 Krein 定理 则 起 着 类 似 于 Hahn-Banach 定理 的 
作用 . 

5.5.9 Krein 定理 设 ACX 是 一 子 空间 , K CX 是 一 凸 锥 ， 

ANMNKzG,fEA',ANKR) 0, 
则 了 可 扩张 为 菜 个 g € 天 ， 

证 因 可 用 如 同 证 4.3.3(i) 那 样 的 扩张 程序 ,不 妨 设 X= 二 A 外 Re， 
e 忆 A,jel = 二 1. 由 ANMmK 关 名 有 xo 二 A,6 之 0, 使 ro 十 6BCK,B= 
Bx. 于 是 


十 6 1x6o 二 Ee 十 (5xo 干 e)》 € A 门 (e 二 KK)， 
故 AN(CetK) 关 GG. YrEAN(e—K),y€EAN(eTKR), 有 yxr€EA 
门 K, 因而 f(y 一 zx) 宇 0. 于 是 有 > E R, 使 得 (对 照 8 4.3(4)) 
fANCe— KR) SrfAN (et R)). (15) 
定义 久 上 的 线性 泛 函 : 
g(a 十 Me) = 帮 a) 十 Mr (a€ A,AE€E R),, 
则 gg 是 f 的 扩张 . 利用 (15) 易 验证 g(K) 宇 0. 由 
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g(6B) = g(x0) ~ g(rot 6B) < g(r) 
推出 g € X” ,因此 g € 天: 合 于 定理 要 求 . 口 
在 8 4.4 中 ,为 建立 关于 极 集 与 零 化 子 的 菜 些 等 式 , Hahn-Banach 定理 是 
不 可 缺少 的 . 与 此 相对 应 ,为 建立 关于 对 偶 锥 的 某 些 等 式 , Krein 定理 的 作用 
是 关键 的 . 下 面 举 出 两 个 典型 例子 . 
5.5.10 定理 设 ACX 是 子 空间 , K CX 是 凸 锥 ,A 门 K* 关 如, 则 
(ANK)'= At+kK:. (16) 


证 首先 ,由 
‘ANK,Ai+KR’) CA,A-)+K,K’) 
推出 A- 十 K'"C CA 站 KR)t .车 f€ (A 由 K)”, 则 对 /| A 应 用 定理 5.5.9 
得 gE K', 使 得 f 1A 二 g|1A, 即 /一 g € A:, 于 是 
f=(f—g)+g€ A:+t+KkK!, 

这 表明 等 式 (16) 成 立 . 口 

利用 5. 5. 10 可 证 明 以 下 重要 结果 . 

5.5. 11 Farkas 引 理 设 KCY 是 同 锥 , TE L(X,Y),R(T) 巾 Kz 
他, 则 有 


T*K*= (TIK)-. (17) 
证 首先 ,由 (用 8 5.1(15)) 
(TK,T* K+) = (TTIK,K’)>0 
推出 T* KCCTTIK)+. 其 次 , 取 定 f€E (TITK)', 今 证 /ET*K*. 令 G= 
(x,T7);:x EX}, 则 G 门 (XXxK)" 关 2, 于 是 由 5.5.10 有 
(GN (XxXK)t= Gi+ (XXK) 
= G++ {0} x Ki. 
易 验 知 (f,0) €E (G 门 (X x K))+, 于 是 有 g E K-，, 使 得 
(f,0) = (f,—g)++ (0,g), 
(f, 一 8) € G+ ,这 推出 f= T*g € T*K?', 如 所 要 证 . 
车 Y 与 Y” 中 分 别 由 KK 与 K+ 导入 序 ( 都 记 作 委 ), 则 等 式 (17) 意 味 着 
ET 天 全 3g5 过 0, 使 六 g 一 上 
仿 当 Tr 宇 0 时 f(Tr) 宇 0 fe€ECTIK). 
这 又 相当 于 ,对 给 定 的 和 FE X*"，, 以 下 两 件 事 等 价 : 
(i) 线性 方程 T" g == f 在 X* 中 有 “ 非 负 解 ”g; 
(iD Yr EX:Tr>0f(Tr) > 0. 
注意 以 上 两 个 陈述 在 形式 上 似乎 完全 不 同 : 一 个 是 线性 方程 的 可 解 性 问 
题 ,而 另 一 个 则 是 不 等 式 问题 . 但 Farkas 引 理 却 断 言 它们 实质 上 等 价 . 这 类 
结论 经 适当 的 具体 解释 后 可 作 多 种 应 用 . 
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E. Banach 格 


对 于 实 函 数 空间 的 研究 ,所 谓 格 运算 
(TV y= max{(x(1), y(7)} 
如 同 代数 运算 一 样 起 重要 作用 ,对 于 格 运算 的 抽象 处 理 , 半 序 Banach 空间 
(或 更 一 般 的 半 序 向 量 空间 ) 是 一 个 合适 的 框架 . 
5. 5. 12 定义 设 (X, 世 ) 是 一 个 半 序 Banach 空间 , Vx,y € X,sup{7， 
y) 在 在 . 约定 


XVy= sup{r,y}, rrAy=—[(~—zx)V (~y)]j; (18) 
r=XxVD0, r= (~—7x)'=— (zr A 0); (19) 
| 过 | 一 了 V (~—2); (20) 

x+ 与 |z| 分 别称 为 zx 的 正 部 . 负 部 与 绝对 值 . 若 
ixl<ly|l=>1xrl alyl (zy EX)， (21) 


则 称 X 为 一 个 Banach 格 或 B 格 . 

以 下 设 X 是 给 定 的 Banach 格 . 关于 xzV y,x!,r 与 1x| 有 一 系列 关系 
式 ,它们 在 实 函 数 空间 中 的 原型 是 直观 而 自明 的 ,而 在 抽象 的 Banach 格 中 ,我 
们 只 能 严格 地 依据 (8) 一 (20) 推 出 . 下 面 的 命题 汇集 了 基本 的 结论 . 

5S. 5. 13 命题 ”对 于 zyzExX, 以 下 结论 成 立 : 

(i) 交换 律 ;: rzV yy 一 yV zz; 

(ii) 结合 律 ; (x V y) V z= sup{x,y,z) 会 T V y Vz; 

(ii zyV z= (r+y VV (rir);y V z= y+ (zy)!; 

(iv) aCzV y) = (ar) V (ay)(a 之 0); 

(VX+y=rV y+rAhy; 

(vi) 分配 律 X A (yVz)= (rzAy)YV (rh 2); 

(vi Xt>0;T2E0OI = rr) = oar! (a 之 0); 

(viii) Jordan 分 解 : 二 x 一 zx; 

(ix) | x |= x 二 x 太一 (| 文 | 土 xX)/2; 

(x) |arl=lallzx|;|lz+yl<lzrltlyl;|xrl20,|1r|=0O7 
一 0; 

(xi |zVy 一 zzVz| 委 |y 一 z |， 

证 (~(iv) 是 明显 的 . 

(v) 反复 利用 (ii) 及 (18) 得 出 

Z 一 入 人 yy 一 xz 十 [( 一 z) V (~ y)] 
一 0 V (rr—y)=yVI—y. 
(vi) 要 证 等 式 两 边 分 别 记 为 a,b, 直接 看 出 a 之 b. 其 次 ， 
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TyV z= (r+y)V (rz) 
(brVy)V B+rYV ez) 
= b+rV (yyV 2z) (用 (iii)) 
一 0 十 二 yyVz 开 A(CyVz) 《用 (v))， 
由 此 得 出 a 志 5, 从 而 a = 6. 
(vi) 是 显然 的 , (vi) 由 (Cv) 推 出 . 
(ix) 首先 由 0 = 过 V (一 z) 十 工人 (一 z) 与 六 A (一 xz) 和 xxV (一 zx) 得 
7 人 (一 zx) 过 0 之 | x | . 其次， 
TAT=(r Xx)AO0+r= 一 x 二 x 二 0， 
Tri =rVririAr=ry (~r)Vo0 一 | 工 | . 
(x) 由 |x | 守土 x 有 
[rty|= (rt V (~—r—y) lzr|+t|ly|, 
其 余 是 明显 的 . 
(xi) 由 以 下 计算 验证 ; 
[rzrVy—xrVez| 
二 (rrVy—7rVz)V (lrVz—rVy) (用 (20)) 
= (x—xV2)V (y—xrV x) 


V (xr—7rV YY (zz—ry y) (用 (ii) ) 
SOV (y—rVz)V (z—rV vy) 
OV yy—z)V (z—y)=|y—z|. 口 
由 对 偶 性 ,5. 5. 13 中 的 公式 经 互 换 V 与 人 之 后 仍 保持 成 立 . 
直接 由 条 件 (21) 推 出 以 下 结论 : 
Dzl=ly[=>1zl = Hy| ,特别 IJdxzDl = |xl. 


(Go zjl 委 y 字 1zl < lyl. 

在 Banach 格 X 中 ， 生计 孝 疏 生 这 外 ， 还 可 以 考虑 序 收敛 或 O- 收 
敛 , 后 者 定义 如 下 : 设 {x,} C X,zreE X. 若 存在 依 序 去 下 降 的 序列 (6,) ,使 
得 inf 6, 二 0 ( 记 作 色 40) 目 | zi 一 | 声 刀 ， 则 说 {x,}O- 收 剑 于 x, 记 作 
O- limz, 二 I 或 zx， —0>7. 对 于 二 重 序列 zw 的 O- 收敛 可 类 似 定义 . 

5. 5. 14 命题 (i) O- 收敛 的 极限 是 唯一 的 , x 十 y 与 x V y 均 关于 O- 收 

Gi) 者 X 是 o- 完备 的 , 即 其 中 任何 序 有 界 序列 有 上 确 界 , 则 (x) CX 为 
O- 收敛 的 充 要 条 件 是 

O- lim | x — , | 二 0. (22) 


证 (i) 只 证 x V y 的 连 车 续 性 ， 其 余 结论 可 类 似 证 明 . 设 | zx, 一 x | 和 a,， 
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| yr | 委 久 ,an 0，pD， 0， 则 
[raV ym—rV yr Vy V yt|lr Vy—rVy| 
| yy | 十 | 一 了 | 
之 6b, 二 as Vy 0， 
这 表明 zx V y% 一 Crt Vy 
(ii) 若 | 六 一 工 | 委 多 0 则 
| Xm Xn | 二 0， 二 +， 全 pb,,,， 
{bxm) 关于 (m,n) 是 下 降 的 , 故 条 件 (22) 满 足 . 
其 次 设 条 件 (22) 满 足 , 则 有 关于 (m,n) 下 降 的 序列 {6 in 所。 
| rw 一 Z| 迄 6m: 由 ,过 Tw 十 bm 推出 
TX», < bm + supxx (m 之 n),， 
于 是 
rs ST bm + lim zx, 
其 中 limz» 一 infsupxk， 其 存在 性 依据 o- 完备 假设 . 于 是 
x; — lim xz, < bs. 
类 似 地 可 证 lim zv 一 x, 过 6， 因 此 
[x — limzn | bs 
这 表明 O- limx, = limx,. 
注意 条 件 (21) 显 然 蕴 涵 0 之 x 之 y 过 rt 过 上 y|, 因 而 XX 中 的 序 锥 是 
正规 的 ,于 是 X 中 的 序 有 界 集 是 范 数 有 界 的 . 利用 这 一 点 可 以 证 明 如 下 命 
题 . 
5. 5. 15 命题 设 f 是 XX 上 的 线性 泛 函 , 则 了 € XX* 今 f 在 序 有 界 集 上 有 
界 . 
证 车 /EX', 则 有 zz->0;, 而 | f(x) | 之 1(YVn EN). 可 设 | 
<n 3， 令 yy 二 ™ nx , 则 | f(y,) | 之 my 一 >» | .yn |€ X. f(x) 在 序 区 间 
[一 y,y] 上 无 界 . 逆 命 题 不 必 证 . 


§ 5.6 Banach 空间 的 例子 


应 用 上 常见 的 Banach 空间 ,大 多 是 函数 空间 或 序列 空间 ,这 些 空间 通常 
又 是 3 4.6 中 考虑 的 那些 TVS 的 向 量子 空间 . 
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A. 一 致 收 和 敛 空间 


任 给 非 空 集 2, 以 B(0) 记 Q 上 的 有 界 ( 实 或 复 ) 函 数 之 全 体 ,在 BCQ) 上 
定义 如 下 范 数 ( 称 为 上 确 界 范 数 或 sup 范 数 ) ， 
| zl, = sup | x | (rx € BO)), (1) 
则 (BC2), 外。 1) 显然 是 一 个 Banach 空间 ,其 中 
Xz >0Or(t)30 (n— oo0,t € 0),， 
因此 称 BC(0Q) 为 一 致 收敛 空间 ?或 有 界 函 数 空间 . 一 些 常 见 的 Banach 空间 以 
有 界 函 数 空间 或 其 子 空间 的 形式 出 现 . 
1 有 界 数列 空间 m” 即 m= B(N),m 也 写作 1 , 其 中 的 范 数 为 
lxrlo=suplzl 人 Elrls (r= (EL). (2) 
空间 广 的 最 值得 注意 的 性 质 是 其 不 可 分 性 : 令 A= {xE€E ;z= 二 0 或 1}, 则 
A 是 一 个 不 可 数 集 ,而 对 A 中 任何 相 异 的 元 zy 有 Dr 一 yl - =1! 
2 连续 函数 空间 设 Q 是 一 个 紧 T, 空间 , 则 COQ) 必 为 BCO) 的 闭 子 空 
间 , 因 而 是 Banach 空间 , 它 是 最 常用 的 Banach 空间 之 一 . 下 面 给 出 关于 空间 
C40) 的 几 个 基本 结果 . 
S.6.1 定 理 若是 可 度量 化 的 紧 T; 空间 , 则 CC2) 是 可 分 的 ， 
证 取 人 2 的 可 数 拓扑 基 多 参考 3. 3. 8). 给 定 zE CO) 与 之 0,V1E 
0, 取 LU Ea, 使 得 EU, 且 
| xs) — z(t) |<e (Ys EU,). (3) 
取 有 限 集 (1) CQ, 令 U;==U, ,使 z= {U;) 敌 盖 0; 取 从 属于 {U,) 的 单位 
分 解 @, 二 (po (用 2.4.4). 令 y= 2 xz)o， 则 


[zDD — yD | 一 | Dp WL — zx)]| 
Dp) | x) — xt) |<e (用 (3))， 
:EU, 


故 有 Dx 一 y 上。 过 e. 可 见 形 如 gi; 的 函数 构成 CC(0) 的 基本 集 . 而 这 样 的 函数 
特别 , 当 0 是 R" 的 有 界 闭 子 集 时 CGO2) 是 可 分 的 . 
5. 6. 2 Arzela-Ascoli 定理 设 0 是 紧 度 量 空间 , A CC CO), 则 A 相对 紧 
今 A 一 致 有 界 ( 即 范 数 有 界 ) 且 等 度 连续 , 即 
Ye>0,36>0,VYr€E A,Vst EQN, 
dl(s,t) < 之 | zs) 一 zt |<e. 


(4) 


QD 参看 p. 137 的 脚注 . 


S 5.6 Banach 空间 的 例子 » 189 ， 


证 首先 设 A 相对 紧 . A 显然 一 致 有 界 . 若 条 件 (4) 不 满足 , 则 有 ee 0， 
Ti A,s,,t, € 1, 使 得 d(s,,i,) 一 0, 而 
| xs) — x,t,) | €. 
因 A 相对 紧 而 Q 是 紧 的 ,不 妨 设 x 地 EC0) 一 ED 一 1 一 co). 
但 这 推出 
€ Ir) OO— x) | 十 | rs) OO— x ) | 
二 | X(t ) rf) | 一 0 (1 -> co)， 
得 出 矛盾 . 因此 A 必 等 度 连续 . 

反之 , 设 A 一 致 有 界 且 等 度 连 续 . 取 定 序列 {x,} CA 与 0 er 
集 {i ) (用 命题 3. 3. 6). 因 {x,(11)} 有 界 ， 故 可 选 出 收敛 子 列 x! 的 , 继而 
人 z(t2)} 中 取出 收敛 子 列 {xx Gt)},…, 如 此 得 到 无 限 多 个 子 列 {xx} (k 二 

…), 其 对 角 线 序列 {y,, = 二 zx:n EN) 是 (x,} 的 子 列 , 它 在 集 {&} 上 收 
全 由 不 等 
| ya 2) OO— yl) [| yn) Oo yf) | 十 | yn ti) OO— yti) | 
十 | y(ti) — y(t) | 
与 条 件 (4) 推 出 {g,} 是 CC2) 中 的 Cauchy 列 , 故 A 相对 紧 . 口 

5. 6. 2 是 解决 许多 紧 性 判定 问题 (不 限于 空 s 间 CC2) 中 ) 的 基础 ,有 着 广泛 
的 应 用 ,就 在 本 书 中 也 多 处 用 到 它 ( 参 看 4. 6. 2,5. 1. 19,5. 6. 5). 

关于 C(Q) 上 的 有 界线 性 泛 洱 ,有 属于 Riesz 的 如 下 著名 表示 定理 . 

5.6.3 定理 ”CCQ)* = MGO) (此 处 MGO) 是 Q 上 的 有 界 正则 Borel 测 
度 的 空间 ) ,这 意味 着 ， f € CCG2) ”有 通 式 

f(z) = | zcody (x € CCD))， (5) 
其 中 mw E MQ) 由 f 唯一 决定 且 yl = 4. 

以 上 定理 的 证 明 需 要 一 些 测度 论 的 知识 ,参看 [17, Th. 3.5.5j. 定理 
5. 6. 3 也 是 证 明 其 他 一 些 表 示 定 理 的 基础 . 

利用 5. 6. 3, 很 容易 解决 CC2) 中 弱 收 敛 的 刻画 问题 . 

5.6.4 命 题 在 CO) 中心 人 0 全 sup‖zl < 上 且 zD 一 0 一 
coo, Yt EE 0), 换言之 ,对 于 CC) 中 的 有 界 序列 而 言 , 弱 收 敛 即 点 态 收敛 . 

证 设 x 一 0, 则 (zx,)} 必 有 界 . Vt € ,定义 f(x) = x(D)(x EE 
CC0)), 则 显然 FE CD) ,于 是 (1) = Am) > 0(n 一 00). 反之 , 设 
{xn} 有 界 且 点 态 收敛 于 零 , 则 由 控制 收敛 定理 有 

lim| x,(D dn =0 (VuE€E MOO), 


这 结合 5. 6. 3 得 出 mm 一 0. 国 | 
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5. 6. 3 结合 4. 4. 5(iD) 得 出 如 下 有 趣 结论 : 若 {x,) C CC2) 一 致 有 界 且 点 
态 收 化 于 x E C(Q), 则 必 有 {y,) Cco{x,) ,使 得 y(1) 二 DO coyre 
{2). 

3 收敛 数列 空间 设 Q = NU {oo},0 作 为 N 的 一 点 紧 化 是 一 个 紧 工 ， 

间 ( 参 考 2. 2. 15) ,因而 CCO) i Banach 空间 ,通常 记 作 c. 每 个 x 
Ec 可 写成 x = (ni,x2,… x) ,其 中 = limx. 因此 ,c 实 际 上 就 是 收敛 
数列 的 空间 , 它 也 可 看 作 /” 的 闭 子 空间 . 分 别 由 5. 6.2~5. 6.4 推出 以 下 结 
论 : 

(i) A Cc 相对 紧 SA 有 界 且 依 以 下 意义 一 致 收敛 

Ve>0,dn EN,Vn>m,VYrE A, 有 Ir,—r. |<e. 

(ii) c” 二 1, 这 意味 着 f € c* 有 通 式 

f(x) = Dy, (r= (7x,) € 7), 


其 中 忧 二 xX. ,y 二 (y,) 由 唯一 决定 , 且 
1fl = ly|= 2 1 
事实 上 , yE 7 唯一 决定 一 个 UE M(Q) ,使 得 jy({n)) = y(n€ N),n(1{o0)) 
= yu) = yl. 
(Qi) 在 c 中 x 一 0 拓 {z) 有 界 且 zxo 一 0(-> co,yVmn EN)， 


若 令 o = {x € cx 一 0), 则 co 是 c 的 闭 子 空间 . 可 以 证 明 c = 站 若 
邻 ej = (6: EN),e= (l,l,.,1,.…), 则 {ej:iEN) 是 co 的 可 数 基 ， {e,e;: 
i EN) 是 c 的 可 数 基 . 

B. 可 微 函 数 空间 


设 2C R 是 一 有 界 闭 区 域 , m € Z, 则 C”(0) 依 范 数 


| ul = SUP_， | gu (Cx) | (u € C”*(0)) (6) 

是 一 个 Banach 空间 (参照 8 4. 6(4)). 注意 范 数 上 u 1 。 可 改写 成 ， 
1 zw = max | ocx | o, (6) 

因此 ,在 C" (2) 中 心 一 0 性 在 CO) 中 gu > 0(| a | 之 m), 即 
ur >0OPu(r)0 (一 co |a lm,r€ 0). (7) 


为 简便 起 见 , 将 由 (7)? 表 达 的 收敛 称 为 Cr" 收敛 . 当 | 一 x 一 0(E-> co) 时 
说 tC” 通 近 4, 或 uw 是 的 一 个 C 近似 . 当 m = 二 0 时 , (0) == C00) 就 

是 连续 函数 空间 . 
以 NN 记 满足 1a| 志 mw 的 a € 天 之 个 数 , 任 给 v= (wx) E CO)N, 定义 
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| ol = max lv lo, 
则 |， 上 | 是 Co2) 上 的 一 个 积 范 数 (参看 $》1.5(9)). 于 是 
CC” (0) —> CCO)， U > (dU) ,cm (8) 


一 个 等 距 租 入 ,因而 C"(2) 可 看 作 C(0)Y 的 闭 子 空间 . 利用 这 一 事实 ,可 
到 扩 检 C(C2) 的 已 知性 质 推出 关于 C" (092) 的 相应 结论 . 这 样 ,可 以 毫 不 费力 
地 写 出 如 下 定理 . 

5.6.5 定理 ”对 于 函数 空间 C”(Q) 以 下 结论 成 立 : 

(i) C*(Q) 是 可 分 的 . 

(让 设 是 凸 集 , 则 ACC”() 相对 紧 的 充 要 条 件 是 : 当 lal 这 mm 时 , A。 
会 {0%4:u € A) 一 致 有 界 , 当 | a | 二 m 时 A, 等 度 连续 

(Ciii) FE C" (2) ”有 通 式 

Fo = 5 | gu Cn) dy (CE C0)), (9) 


其 中 jy, € MO) 由 /决定 
(1v) 在 CC”(0) 中 U0 sup | Uk | ”oo Hu(r) — 0(k > oo, 
|a lm,r € nN). 
唯一 值得 说 明 的 是 (iD. 设 (0) 的 条 件 满足 | a | 二 mm, 则 由 中 值 定理 有 
0 
之 or 
| u | "2 | i Yi |， 
这 推出 A。 等 度 连续 ,因而 在 CC2) 中 相对 紧 ( 用 定理 5.6.2). 于 是 由 Ty- 
chonoff 定理 知 本 A, 在 C02)X 中 相对 紧 ( 用 2.2.3(0)), 这 显然 推出 A 


Q 坟 虽 


在 C”(Q) 中 相对 紧 . 


C. 空间 1? (0) (p00) 


| ou (Cx) Puy) | 一 


-Ou (CX); y,) 


定 测度 空间 (2,-7.j, 设 krD 之 0. 下 面 提 到 0 上 的 函数 7(.) 时 ,总 假 
定 je) 在 人 Qf 上 几乎 处 处 有 限 且 可 测 , 几 乎 处 处 相等 的 函数 不 加 区 别 . 设 1 牵 
P=g/(g—D) ,p=1Og= ,p= Oy=1. 定义 


1p 

(1) 12d ， l<p<%, 

= 4 (10) 
inf sup | x(1) |. P= ©， 


ACNnu NMA-0 IE 


L? 0) = {zx; | rl, < oo}, 
1L?(0) 也 写作 LC(Q,p) 或 L?, 称 上 x ,为 x 的 L? 范 数 . 当 xE1L? 时 称 x 为 
次 可 积 函 数 ( 若 p 二 ce ) 或 本 性 有 界 函 数 ( 若 户 = ce ). 约定 
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人 | 一 |， 一 0 (nn — co)， 

当 志 -全 >x 时 说 {x,} p 次 平均 收 合 于 x (车 jp 二 吕 ). 若 Q CR, 则 在 未 作 
说 明 时 总 认定 LC(0) = L?(0,m),m 是 n 维 Lebesgue 测度 . 若是 任意 非 
空 集 , 是 0 上 的 计数 测度 , 则 约定 上 ?C90,p) = L200), 特别 令 2? = 22ON),* 
就 是 已 提 到 的 有 界 数列 空间 m. 

5.6.6 命题 L*(n) 是 一 Banach 空间 . 

证 用 初等 的 方法 可 建立 Holder 不 等 式 : 

| zcoyo < hb,lyl. (11) 


利用 (11) 易 验证 | .| 满足 三 角 不 等 式 . 其 次 ,直接 由 定义 式 (10) 看 出 
i .是 齐 次 的 与 正定 的 ,因此 上， |, 是 一 个 范 数 . 下 面 证 完备 性 . 只 
虑 1 这 p 二 的 情况 , p = se 的 情况 并 无 困难 . 设 {7,) 是 Lr(0) 中 的 
Cauchy 列 , 则 可 取出 子 列 {x,, } 使 得 

之 | zw， 一 zw |， < ce 
(参看 4.6.4 之 证 ). 记 y = x。 一 x， 则 


| yi ei 定理) 
友 mm k=l 


lim) yl < eco， 
™m k=l 
这 推出 >) | yw | 过 co,a.e. .因此 (x) 在 2 上 几乎 处 处 收敛 , 设 rr -> >， 
大 
a.e.， 则 由 Fatou 定理 有 


limlz mz), < fmlim| zx,— zx, |, 
nn 7 大 
< lim | 一 | p = 0， 
这 表明 x € L? 有 是 x, -> x. 完备 性 得 证 . 
鉴于 LQ) 中 的 函数 大 都 性 质 很 “ 坏 ”, 一 件 很 重要 的 事情 是 从 中 挑选 少 
数 较 “ 好 ”的 函数 构成 基本 集 , 这 件 事 的 解决 依赖 于 0 的 具体 特性 . 
5.6.7 定 理 设 1 之 pp 二 %， 
GD {Xa:AE .pA < 到 co) 是 L2GO) 的 基本 集 . 
(ii) 若是 LCH, jy 是 0 上 的 正则 Borel 测度 , 则 CoC0) 在 LrC0) 中 笛 
(iii) 车 0 是 第 二 可 数 的 LCH, 是 2 上 的 正则 Borel 测度 , 则 存在 
Co(0) 的 可 数 子 集 B,B 是 L*(0) 的 基本 集 , 因 而 L* CQ) 可 分 . 
(iv) 着 QC R' 为 开 集 , 则 Cr CO) 在 Lr(Q) 中 稠密 . 
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证 〈i) 相当 于 简单 函数 在 L?*(Q) 中 稠密 ,而 这 是 明显 的 . 

(ii) 只 要 证 明 ; 每 个 形 如 Xa(A E€ srA<co) 的 函数 可 用 Co(0) 中 的 函 
数 逼近. Vs 二 0, 取 开 集 V 忆 A, 紧 集 KCV, 使 得 u(V\A) 二 eyV\K) 
<e. 由 2.2.12(i), 有 gE€ CoCo) ,使 得 多 <p < 则 


| | pg—Xxa ?dy pV\AN K)) < 2 


由 此 得 出 所 要 结论 . 

(iii) 取 由 相对 紧 开 集 组 成 的 可 数 拓扑 基 六 . 设 A,V,K,e 如 (i) 之 证 , 取 
有 限 族 c = {U;,Vi} CC ,使 得 KCUU;,DU;CV;CV; 取 gE€ CG(0), 使 
U Di 过 ps 过 UV;, 则 亦 有 KK 到 gp, <V, 于 是 同样 得 到 | mw 一 六 下 < 过 (2e) 
而 这 样 的 yp, 只 有 可 数 多 个 . 

(iv) 的 证 明 要 求 更 多 的 分 析 工 具 , 从 赂 . 

5.6.8 定理 设 / 是 zc- 有 限 测度 , 1 委 庆 一 co, 则 12(00) = (C02), 这 
意味 着 / € L*(0)” 有 通 式 


f(z) 一 | Wy (x € 17(0)), (12) 


其 中 y € 1L(0) 由 了 唯一 决定 县 y= fi. 

此 定理 的 证 明 要 用 到 一 些 测度 论 知 识 , 参 看 [17 ,Th. 3. 5. 41]. 

5.6.9 推 论 设 1 二 2 过 00，, 则 在 L(Q) 中 心 -0 的 充 要 条 件 是 : 
sup 上 x 上, < 0, 且 对 任 给 AE SA 过 ce 有 


lim| zd =0. 
im| > du 一 0 


证 注意 到 (Xs:A € ,pA 过 00} 是 (9) 的 基本 集 (5. 6.7(i)), 所 要 
结论 由 5. 1. 5 与 5. 6. 8 推出. 

S. 6. 10 定理 ”LO)(1 过 p< 过 00) 是 一 致 凸 空间 . 

证 只 考虑 户 之 2( 刀 一 2 显然 不 必 考 虑 , 1 二 bp 二 2 时 可 用 一 类 似 论 
证 ). 关键 在 于 推广 中 线 公 式 ($5.8(1) ) 为 

上 文士 > 十 zyl?27 Cr?+ | yl ?). (13) 

(13) 显 然 蕴 涵 了 一 致 凸 条 件 (§ 5.3(3)). 将 (13) 两 端 表 为 积分 ,看 出 只 需 证 
如 下 初等 不 等 式 : 

| é+nl?+| toy|? 2 |)?+|y 1?) (£,7€E Cp > 2). 
证 明 方 法 是 初等 的 ,下 面 只 写 出 主要 线索 . 用 微分 法 易 验证 K" 中 的 L* 范 数 
对 p 单调 减 , 因 此 

(| 6 十 了 1 十 | ty ?CEHy| + yl) 


于 是 
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[gt ol? tié—7 ?Ue yi»y| 
= 27° (| €| +| p12)?? 
S222 elt) yg 1) + 1 
S27 (| 81? | »y |?), 


其 中 用 了 Helder 不 等 式 . 
关于 1?(Q) 的 所 有 结果 当然 可 用 于 其 特例 1*, 且 可 表述 得 更 简单 . 任 给 
7 二 (x) € 1, 依 (10) 有 


| 2 | pp 


[一 1 1<p<~, 

sup | x; |， p=%. 

行 1 委 记 < ceo, 则 (0) 一 ,这 意味 着 f € (1?)， 有 通 式 
f(x) 一 Dy (r= (rx) € 0?), 


其 中 y= (yi) EW 由 f 决定, 上 y= .车 1 二 p 二 0, 则 在 2 中 z， 
-> 0 的 充 要 条 件 是 : supll ,< 0 > ,Vi€ NO 
六) 是 一 致 凸 空间 . 
空间 1 (1 委 户 < ce) 的 一 个 突出 优点 是 , 它 有 一 个 极 简单 的 可 数 基 {e 

即 “ = (6; :j EN). 因而 可 方便 地 应 用 可 数 基 空 间 中 的 一 些 结 时 ,例如 和 
”4.6 推出 ; A C 4 相对 紧 全 A 有 界 且 关于 x € A 一致 地 有 3) | x 1? 一 
0 ec 在 关中 心 一 工 拓 必 一 《O-coy Vi E N) 且 关 于 ?7 一 致 地 有 
>) | x |? -> 0(n -> cc)， 


D，Sobolev 空间 


前 两 段 讨 论 的 空间 C"(O) 与 1*(0), 虽然 都 属于 应 用 上 最 重要 的 函数 空 
问 ,但 两 者 各 有 一 些 明显 的 缺点 . 空间 L 的 主要 缺点 是 , 它 完 全 不 涉及 函数 
的 导数 . 即使 w€ 1L? 可 微 , x 的 导数 在 L? 范 数 | x |。 的 定义 中 也 完全 不 起 
作用 ,内 而 1 距离 | 一 v | ,完全 不 能 反映 w 与 v 的 导数 之 间 的 差别 . 因此 ， 
在 涉及 微分 的 问题 (如 微分 方程 ) 中 ,空间 L? 难以 充分 发 挥 作用 . 空间 C” 虽 
然 没 有 十” 的 上 述 缺 点 ,但 其 空间 结构 却 不 能 令 人 满意 , 例如, 它 不 像 空间 
性 (1 立户 所 co) 那样 是 一 致 凸 的 . 自 反 的 ,更 不 像 空间 L: 那样 是 Hilbert 空 
问 . 值得 注意 的 是 ,空间 忆 与 C" 恰好 优势 互补 . 如 果 一 种 空间 能 综合 两 者 的 
优点 ,就 必 能 避免 两 者 的 缺点 . 这 样 一 种 理想 的 函数 空间 ,就 是 下 面 要 介绍 的 
Sobolev 空间 , 它 是 俄罗斯 数学 家 Sobolev 在 研究 数学 物理 问题 时 首先 引 
人 的 . 


5.6 Banach 空间 的 例子 。 195 。 


以 下 给 定 PE [1l,co),m € 7 , 开 区 域 OCR.VuweE Co)，, 令 
aulas = (YY oul?)’?, (14) 


ial&m 


其 中 Fu 依 §$4.6(5). 令 S= tue CGO) :| wj wy < 一 coco) 则 直接 看 出 (S， 
上 |， 中，.。) 是 一 个 赋 范 空间 ,因而 其 完备 化 是 一 个 Banach 空间 , 记 作 
H”*(f), 称 为 Sobolev 空间 . 特别 , 阁 取 p = 2, 则 S 是 一 个 内 积 空 间 , 其 中 
的 内 积 为 

(Uv), 一 2 (9%u ,9°v) (u,v € S), (15) 


其 中 (人 记 产 (2) 中 的 内 积 . 于 是 BH (0) 是 一 个 Hilbert 空间 ,通常 简 
写作 H”* (0). 

5.6. 11 命题 对 任 给 6E H”"?*(0), 存在 唯一 函数 组 {w:|a| 声 
m} CC 12(Q), 使 得 若 {wu)CCSHui: 一 u, 则 

Ou sw (kk>00, 1al<m). (16) 

证 取 定 xE H”™?(0). 由 H”*?(0) 的 定义 , 必 有 (wu) CS, 使 得 一 

ul(k 一 00). 因 {uw} 是 S$S 中 的 Cauchy 列 , 而 
| ou — ou |, < | | (lal m), 

故 {9}(la| 吉 是 L?(0) 中 的 Cauchy 列 , 于 是 有 w EL?(0), 使 (16) 成 
立 . 若 (CS -2 令 (ro = (uv U2 V2 sn}, 则 Ww > us, 于 是 从 


{9%mua}(| a | 过 m) 均 为 了 收敛 推出 


De sue (k— 00, | a | 过 m), 
这 表明 {w: | a | 过 m) 与 (ww) 的 选择 无 关 . 国 


设 u,w 依 5.6.11, 则 约定 称 w 为 w 的 a 阶 广义 导数 , 记 作 9°u，, 它 几乎 处 
处 由 唯一 确定 . 自然 , we 即 等 同 于 仍 以 上 外 .用 记 五 关中 的 范 数 , 设 w， 
uu 如 5.6.11 之 证 , 则 


， ， i 
ul =lim ms = lim( 3 orws | 9)'? 
Ia! Em 


一 ( 》 ou?)’, 


ial Rm 


这 就 表明 , 范 数 公式 (14) 适 用 于 任何 x E H”?(Q), 只 是 其 中 的 9%x 应 理解 为 
广义 导数 . 当 w E CC2) 时 , 9%m(| a | 声 m) 显然 重合 于 通常 的 偏 导 数 . 
以 NN 记 满 足 | a | 过 mmr 的 a € 之 个 数 , 任 给 v= 二 (vw) € 1L?(0)X ,定义 


lv = (3 lvls) ， 


iaj sm 


则 |， | 是 L2(2) > 上 的 一 个 积 范 数 (参考 X 1.5(9)). 于 是 ,如 同 (8) 一 样 有 
等 距 骨 人 
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H™?(0) 一 1L2CO)， U > (GU) am (17) 
因而 H”?*(0Q) 可 看 作 L?* C0)* 的 闭 子 空间 . 这 就 可 直接 从 L2(D) 的 性 质 推出 
空间 H”?(0) 的 某 些 相 应 性 质 ,例如 ,我 们 可 断言 : 

(1) 及?(02) 是 可 分 Banach 空间 . 
Ci f € H”?(0)" 有 通 式 


/(W = 5 | noredx GE H"?(0)), 


其 中 v= (ww) E LC0)Y 由 /唯一 决定 , g = p/(p 一 1). 

(ii) 着 1 过 Pp 过 吕 , 则 HH*…?(0) 是 自 反 空间 . 

由 此 可 见 ,Sobolev 空间 H”*?*(Q) 继承 了 空间 Le(O) 的 一 些 主要 性 质 
男 一 方面 ，H”™? (0) 相对 于 L?*(0) 有 一 个 明显 的 优势 ;每 个 E H”?(0) 部 
可 用 C"” 函数 逼近 ,而 且 这 种 逼近 蕴涵 直到 m 阶 导数 的 L? 逼近 . 就 此 而 言 ， 

空间 H”™?(0) 与 C"(0) 可 相对 照 . 

对 于 某 些 分 析 问 题 ,存在 Cs 函数 的 逼近 将 带 来 极 大 方便 ,而 为 此 应 考虑 
空间 88*?(0), 它 是 CG C0) 在 H”*?(n) 中 的 闭 包 .H8?(Q) 显然 是 一 个 Ba- 
nach 空间 , 而 8H? (0) 会 H?*(0) 是 一 个 Hilbert 空间 . 上 述 空 间 概 称 为 
Sobolev 空间 . 

空间 H8 (0) 的 一 个 突出 优点 是 ,在 其 中 可 考虑 -个 形式 上 较 简 单 的 等 
价 范 数 , 这 基于 以 下 结果 : 
5. 6. 12 Poincaré 不 等 式 设 2 有 界 , 则 对 weE Hr(0) 有 
上 zs < const( DY ge | 六 二 (18) 
lal=m 


证 显然 只 需 对 wu € C7 (0) 证 (18) ,不 妨 设 QC (0,a)”,(0,a)” 是 边 长 
为 a 的 维 方 体 , 于 是 


2 19 人 : 
| | u(r) 12dzx = | Fi ta, dt| dx 


< 


<alan|, | Tur) [dr 


ou 
ai 


2 
dz (用 Schwarz 不 等 式 ) 


一 | | Vulx) ?dr. 
但 
将 所 得 不 等 式 相继 用 于 ax (| a | 一 加 ), 即 可 得 要 证 不 等 式 (18). 
E. 有 界 测 度 空间 M(0) 
今 考 虑 由 2 上 的 一 定 广 义 测度 构成 的 Banach 空间 MO) , 依 0 结构 的 
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不 同 , 它 自 然 地 分 为 两 种 情况 . 
首先 设 (0,.7 是 任 一 可 测 空间 . 为 陈述 简便 , 当 A =U A; 是 一 可 数 不 
交 并 且 A; E 时 称 它 为 A 的 一 个 分 解 . 若 一 集 函 数 y: 1->K 是 o 可 加 的 , 即 
对 任何 分 解 A=U A; 有 vA = 2》7vA;, 则 称 y 为 或 (0,:7) a 
度 ( 实 测度 或 复 测度 ). 2 上 的 有 界 测度 之 全 体 记 作 M(Q), 与 此 相 区 别 , 0 
的 通常 测度 称 为 正 测度 . 显然 MC(Q) 是 K 上 的 向 量 空间 . 任 给 A E€ .7 今 
jv 上 A) = sup{ 2) 1 vA; |:A =U A,; 是 分 解 )， (19) 
则 |v | 是 .Y 上 的 一 个 有 限 正 测度 , 它 满足 
iv(A) | |v IA) (AE€ .iD, 
且 是 YY 上 有 此 性 质 的 最 小 正 测度 . 
5.6. 13 命题 MO) 依 范 数 vy =| v0) 主人 Eee 宰 空间 . 
证 验证 vy 为 范 数 是 平凡 的 ,只 要 证 完备 性 . ) CM(Q) 是 一 
Cauchy 列 . Ye>0, 取 mm EN, 使 得 
| vA—y,A | wy mr) < (mn,A€ DD. (20) 
(20) 推 出 存在 有 限 极限 vA 二 limy,A (A € :7 任 给 分 解 A 二 U A,, 由 (20) 有 


大 
>， | yA; CO— ynA, | 过 | Vn Vm | <~e (m,n > no). 
i—] 


首先 令 mm 一 ceo, 然后 令 &-> co, 得 
>，| wh 一 内 ;| 过 es (Vn nm), (21) 


这 推出 >») | vA Ee >， | vA; | 十 s 到 cc. 于 是 
4 — DA |<1mA A [te (用 (21))， 


这 推出 vA = 2)vA;, 故 vE M(0). 取 A=0 从 (21) 得 |v 一 vy 迄 e(Yn 之 
no )， 这 表明 mw -> y(n 一 00). 

取 定 (Q2,.:7) 上 的 正 测度 py. Yvy € M(02), 约定 vpy 仿 当 pA =0 时 A 
三 0. 显然 vy 仿 |v| 攻 pg. 若 令 MD) = 人 y€ MVD;v<p), 则 M,(0) 
是 MC(Q) 的 一 个 团子 空间 . 任 给 x € Li(Q,p), 邻 


w|i AED, (22) 


则 直接 看 出 vy. E M,(0). 

5.6.14 命 题 设 (Q,Yn) 是 一 个 o- 有 限 测 度 空 间 , 则 Li(0,p) 一 
M.(0) ,x 一 vy (v, 依 (22)) 是 一 等 距 同 构 . 

证 映射 + 一 v 显然 是 线性 的 . 取 定 x € Li(Q,p), 任 给 分 解 0 = 二 =U 
A;, 有 
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3) 1164) |=D) | zax| 


< rl d= 1zlh， 
这 推出 iv. 过 xi. 另 一 方面 ,Ve > 0, 取 简 单 函 数 p 二 2 aix。， 使 
1g 一 x+ 二, 可 设 Q=Ues 是 一 分 解 , 则 
lzli~e<leli= DD le | 


= 27 | we) I< hy] 


yl lw ov 
< | 到 上 十 es， 
这 推出 | zl 过 jv 上. 因此 x 一 v 是 一 等 距 上 映射. 
余下 只 要 证 ,每 个 y€ M,(0) 必 可 表 为 v == vy, ,x € Li(Q,n). 为 简单 起 
见 ,下 面 只 考虑 yy 有 限 的 情况 . 定义 
HoD=|zcodlyl elyD) 


令 4=|y | 十 py 则 | fx) | 委 100)22 zl (用 Schwarz 不 等 式 ). 由 
5.6.8, 有 g E 1L:(0,X)，, 使 得 


| za 1»v|= | zed， 023) 


| .apzdly [= zedn 
以 x 一 入 代入 (23) 得 1vKA) = | gd < MCA)(AE 才 , 这 推出 0<g 之 1 
4-a.e.. 令 Q={g 二 1), 则 由 (23) 推 出 jyQ 二 0, 从 而 |vKQ) 一 0.YAE 
有 
yA) I kA = | limd gdlyl 


=lim| 一 +g+… 十 g")X4d1v| (用 Levi 定 更 ) 


=lim| Cg+g’ + +g")d (用 (23))， 
这 表明 


2 


| v (A) = | hdp, h= dg" € Li(N,n). (24) 


任 给 简单 函数 p = 2jaiX.; 令 Typ = 2)av(ei), 可 设 Q=U ei 是 一 分 
解 , 则 
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| Tp |<2 la ll ve) | 


<(D lak lvke)) (Dre)) 


172 


1plreow lvl 
由 Hahn-Banach 定理 ,可 设 TE LC(0, |v1)* ,于 是 有 yyE€1L(n,1yv|), 使 


Tp=| ppdlvl. 取 g 二 Xa 得 


内 一 Ts 一 | ydlvl. (25) 
用 一 标准 的 积分 论证 可 用 (24) 建 立 等 式 
[al J 
这 结合 (25) 得 vA = | xdyox 一 Jyh € 1(0,n), 如 所 要 证 . 


依 5. 6.4, 可 以 认为 LI, C MGD). 通常 将 zE LGA 写作 d = 
Xxdpy,， 此 处 v= ww. 这 样 ,空间 M(Q) 是 函数 空间 Li (0) 的 一 个 自然 扩充 . 

任 给 vy €E M(Q), 必 有 yeE LD(Q0,，|v|) 使 (25) 成 立 , 且 由 
1 vA | 考 |v A) 与 (25) 可 推出 1y| 志 1,1v| -a.e., 实 际 上 有 |y1=1， 
|v|-ae..YrE€EL(N,1y|), 定义 


| zcouw= | zydlyl. (26) 


下 面 设 0 是 一 个 LCH, 色 是 0 中 的 Borel 集 之 全 体 . 车 名 上 的 测度 4 满 
足以 下 条 件 : 

(iD 任 给 紧 集 KCQ, 有 wK < cc; 

GD YB E€ ,有 wB = inf{yU:U 汪 B 是 开 集 }， 
则 称 w 为 2 上 的 正则 Borel 测度 . 若 v 是 0 上 的 有 界 测度 , | v | 是 正则 Borel 
测度 , 则 称 y 为 Q 上 的 正则 有 界 测度 . 若 重新 约定 MC(Q) 是 QQ 上 的 正则 有 界 
测度 之 全 体 , 则 仍 可 验证 它 是 一 个 Banach 空间 . 

设 Q 是 一 个 紧 T; 空间 . 任 给 vy € M(Q), 定义 


f.(x) = | zcod (x € C(O)). (27) 


[£0 1<) zw alvi< lzlo lvl (用 (26)) 
得 f.€ CGOD) 且 上 大 之 Ivl. 其 次 设 y 依 (25), 则 
vl = 0 = | yr (用 (26)) 
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=f(y ) 委 AN 

= f.|， 
其 中 用 到 y = 1, | vy | -a. e.， 这 就 表明 

MD) CGO) ， yf, (28) 
是 一 个 等 距 线性 映射 . 定理 5. 6. 3 相当 于 断定 (28) 是 一 等 距 同 构 . 不 过 ,证 
明 (28) 是 一 个 满 射 远 不 是 平凡 的 ,此 处 不 拟 介 绍 . 


3 5.7 Banach 代数 


前 面 所 讨论 的 抽象 空间 ,都 不 涉及 乘法 运算 . 若 在 Banach 空间 理论 的 基 
础 上 ,再 考虑 一 个 连续 的 乘法 运算 , 则 得 到 所 谓 Banach 代数 理论 . 这 是 一 个 
内 涵 极 为 丰富 的 理论 ,我 们 用 这 短 短 的 一 节 来 给 出 它 的 一 个 梗概 . 


A. 一 般 Banach 代数 


5.7,1 定 义 设 A 是 K 上 的 一 个 代数 , 且 同 时 是 一 个 赋 范 空间 ,使 得 A 
中 的 乘法 依 范 数 连 续 , 则 称 A 为 K 上 的 赋 范 代数 , 当 A 完备 时 称 之 为 Banach 
代数 或 B 代数 . 

下 面 指出 ,对 一 个 赋 范 代数 可 递 次 提出 一 些 更 强 的 要 求 ,而 实际 运用 时 又 
不 失 一 般 性 . 

(i) 由 乘法 的 连续 性 容易 推出 , 必 存 在 正常 数 8 使 得 | zl 之 8lx| ly| 
(Vry€ 有 着 全 | ?zz 则 | 过 1zlblylCVeye A) 因此 ,不 妨 
假设 赋 范 代数 A 恒 满足 不 等 式 

Hz Sizj lyl,lrl<lzl"” (CyeAh). (1) 

(ii) 总 不 妨 设 A 有 一 个 乘法 单位 元 e. 否则 ,在 B = A x K 中 定义 范 数 

(as) = 二 al 十 |4| 与 乘法 

(a,D bsp) = (ob 二 B+tpa in), 
则 BB 是 以 e = (0,1) 为 单位 元 的 赋 范 代数 . 若 等 同 4 与 (a,0)(a € A), 则 A4 
是 B 的 子 代数 . 

(iii) 总 不 妨 设 A 是 B 代 数 ,否则 可 考虑 A 的 完备 化 . 

这 样 ,下 面 不 妨 假 定 A 是 有 单位 元 e 的 B 代数 , 它 保持 不 等 式 (1) 成 立 ， 
假定 eel = 1 并 不 是 一 个 本 质 性 的 限定 ,但 可 使 讨论 变 得 方便 . 关于 B 代 
数 的 一 些 最 有 价值 的 结论 仅 适用 于 复 B 代数 ,因此 下 面 限 定 K = C. 

B 代数 的 一 个 典型 例子 是 任意 Banach 空间 X 上 的 有 界线 性 算 子 代数 
1.C(X) ,其 单位 元 就 是 单位 算 子 I. 显然 | [| = 1. 在 某 种 意义 上 ,有 界线 性 
算 子 代数 已 赛 括 所 有 了 代数. 事实 上 , 若 A 是 一 个 B 代 数 ,定义 Tr 二 ar(a， 
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rE A), 则 TE€ L(A) 且 T== al, 进而 易 验 证 
A—>L(A), aa 人 下 
是 一 等 距 嵌 人 ,因而 可 将 A 看 作 L(A) 的 闭 子 代数 . 由 此 可 见 ,一 般 Banach 
代数 理论 并 不 比 算 子 代数 理论 更 丰富 些 . 不 过 从 形式 上 看 ,我 们 宁可 将 A 当 
作 一 个 独立 的 BB 代数 ,不 把 它 与 某 个 算 子 代数 联系 起 来 ,能 获得 一 个 更 简洁 
的 理论 . 
Banach 代数 理论 的 中 心 概念 是 可 逆 元 . 下 面 给 出 一 连 串 与 之 有 关 的 概 
念 ,它们 的 原型 在 算 子 理论 (尤其 是 矩阵 理论 ) 中 是 人 们 熟知 的 . 若 z,yE 4， 
ZYy = 一代 一 6e, 则 称 y 为 z 的 逆 元 , 记 作 二, 当 盖 :存在 时 必 由 >z 唯 一 决定 . 
车 x 有 逆 元 , 则 称 x 为 可 逆 元 . 以 G 记 A 中 可 道 元 之 全 体 , 它 构成 一 个 以 e 为 
单位 元 的 乘法 群 . 给 定 x € A, 令 
pr) 一 (人 EC:Me 一 ECG)， az) 一 CNo(z)， (2) 
二 者 分 别称 为 x 的 预 解 集 与 谱 , p(x) 与 cCz) 中 的 元 分 别称 为 z 的 正则 值 与 
谱 值 . 对 于 A = 二 LC(X) 与 TE LCX), 此 处 定义 的 olT) 与 $5.1(20) 一 致 . 
约定 
R; = RQA,7) = (Me— 7x)! (A € p(X)), (3) 
称 RG,x) 为 xz 的 预 解 式 , 称 r(x) 会 sup, 14 | 为 zx 的 谱 半径 . 约定 以 
DG) 会 frE C: |r 一 人 | 去 所 
记 复 平 面 上 的 圆 . 显然 , Po (0) 是 复 平 面 上 以 原点 为 中 心 且 包含 c(z) 的 最 
小 财 圆 ; 
ZEC 今 0EcoCz)， olAe 十 xX) 二 A 十 glx). 
5.7.2 引 理 设 zEA4A,>)z 收 敛 , 则 
(e 一 z) 王 一 > 1" (约定 x =e)， (4) 
特别 , 当 | xj 过 1 时 式 (4) 成 立 . 
证 今 y = Der, 直接 验证 (e 一 x)y 二。 = y(e 一 x) 即 得 (4). 当 
1zl <1 时 ,由 GD 有 >, |‖ zx 上 <co, 故 (4) 成 立 . 口 
以 下 结果 对 于 整个 Banach 代数 理论 具有 基本 意义 , 
$5.7.3 定理 (Gelfand) 任 给 x € 4,c(Cz) 是 一 个 非 空 紧 集 , 且 
r(x) 一 lim | x | 1 (5) 
证 利用 不 等 式 x 过 x” 上 x 上 ( 依 Q)), 用 一 个 初等 的 论证 
可 得 
lim| ol" = inf| wl” 会 8 (6) 
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若 14 1 之 B, 则 利用 (6) 及 熟知 的 级 数 收敛 判别 法 , 知 级 数 


及 一 之 14 一 mr (7) 
n=0 
绝对 收敛 ,因而 由 5.7.2 有 
R; =A!(e—Ar)! = Qe mr). 
这 表明 A € olx) 之 14 委 68, 因此 rCz) 委 有 
取 定 XE€ plz), 令 R= 二 RGAo,X)( 依 (3)). 由 5.7.2, 当 | 一 io | 充分 
小 时 Xe 一 工 一 Ro Fe 一 (Ao —A)R, | 可 道 , 且 


RGA,7) = D0 RY . (8) 


因此 p(x) 是 开 集 ， 从 而 ox) 是 紧 集 . 必定 ol(x) 关 多, 否则, VY f€ A' ,p00) 
二 /(RQ,x)) 在 C 上 有 定义 .局 部 地 应 用 (8) 得 

pA) = > /RY G2) ， 
可 见 pg() 在 C 上 处 处 解析 . 若 14 | 二 8, 则 依 (7) 有 


p(X) = De A (9) 
这 表明 p(ce) = 0, 从 而 pgQ) 圭 0， 于 是 RG,z) 二 0, 得 出 矛盾 . 
任 给 > r(x), Laurent 级 数 (9) 在 4 一 “时 收敛 ,因而 f(a™x") 有 界 ,这 
又 推出 M 会 sup | ez" | < =, 因此 
B= lim Lx? 过 limaM'™ a. 
这 表明 8 和 r(z), 故 式 (5) 得 证 . 口 
谱 半径 公式 (5) 是 抽象 空间 理论 中 为 数 不 多 的 精确 公式 之 一 ,有 极 广泛 的 


应 用 .(5) 的 一 个 直接 应 用 是 ;用 它 几乎 完全 解决 了 Banach 代数 中 寡 级 数 的 
收敛 性 问题 . 


5.7.4 推 论 设 寡 级 数 >,aw" 的 收敛 半径 为 尺 ,zr € A, 则 级 数 > yauz" 
在 ~(z) 二 R 时 绝对 收敛 ,在 r(x) 之 民 时 发 散 . 

证 “结合 收敛 半径 公式 WR 一 myTasT 与 (5) 得 

lim law" | "= r(x)/R. 
车 r(x) 之 R, 则 7rCz)/R 二 1, 因而 2 |az1l <coy 若 oz 收敛 , 则 
ax 一 0, 从 而 M 会 sup | wz" | < co, 于 是 
r(r)/R = lim | oar” 人 < Him M ”二 1， 

即 -(z) 委 民 . 故 当 rz) 之 民 时 >yarr 必 发 散 . 
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由 5.7.4 得 出 一 个 有 重大 意义 的 结论 : 若 FA) 是 D, G6) 内 的 复 解析 函 
0 = Da (| 一 1 | 7), 
则 在 集 t 人 区 4A:oz) CC D, (ho ) 上 上 A- 值 解析 也 数 ” 
fl7) = Sr he) (10) 

有 定义 ,这 就 得 出 了 一 个 将 复 解 析 函 数 推广 为 A 上 的 解析 函数 的 一 个 一 般 途 
径 . 

现在 我 们 从 一 个 更 一 般 的 角度 来 考虑 解析 函数 的 扩张 . 显然 

C—A, 人 一 Me 

是 一 个 等 距 的 嵌入 . 因此 ,只 要 等 同 1 与 Me(AE C), 就 不 妨 设 CCA. 着 QC 
CCDCA,Aa):O2- 一 CC 与 f(r):D->A 满 足 f(he) = Fa)eCVA ED)， 
则 称 f(x) 为 f(4) 的 一 个 扩张 . 若 Q 是 一 非 空 开 集 , HC(0) 记 2 内 的 复 解析 
函数 之 全 体 , 则 瓦 (2) 依 自然 的 运算 构成 一 复 代数 . 现在 的 问题 是 :是否 存在 
一 个 开 集 DC A, 使 得 QC D, 且 每 个 f(43) E 万 (2) 可 扩张 为 D 上 的 菜 个 
“解析 函数 ”f(x), 并 使 得 这 种 扩张 能 保持 通常 的 解析 函数 运算 ? 这 就 是 解 
析 扩 张 问题 ,此 问题 由 下 面 的 定理 给 出 了 令 人 满意 的 解答 . 但 初 看 起 来 出 人 
意外 的 是 ,在 一 般 条 件 下 的 解析 扩张 不 是 通过 形 如 (10) 的 震级 数 ,而 是 借助 于 
Cauchy 公式 的 某 种 推广 实现 的 . 令 


了 = 一 (人 EA:Cz)COD)， (11) 
对 每 个 f(4) € 日 (0), 令 
f(x) = 元 | Fowae 一 md (reD,), (12) 
NlJL 


其 中 二 是 2 内 围绕 ol(x) 的 任 一 条 正 向 围 道 ,积分 依 标准 方式 定义 为 一 个 Ri- 
emann 和 的 极限 . 定义 式 (12) 的 合理 性 当然 需要 验证 ,为 此 需 用 到 复 分 析 的 
一 些 标准 结论 ,此 处 略 去 这 些 细节 . 

5.7.5 定理 ” 任 给 非 空 开 集 QCC, 由 式 (11) 表 出 的 Do 是 A 中 的 开 集 且 
人 CDao. 任 给 (4) € 昌 (Q), 由 式 (12) 定 义 一 个 f(x):Do 一 A, 对 应 FA) 一 
f(x) 具有 以 下 性 质 ; 

(GD f(x) 是 f(4) 的 扩张 ( 称 为 解析 扩张 ). 

(ii) 若 FA € GO),cCz) CDOao) C0, 则 了 (x) 可 表 为 式 (10). 

(iii) 对 应 1700) -> f(x) 是 一 个 代数 同 构 . 

(iv) ol f(x)) = felx) fFO) E HOO) ,rx € Do). 

(v) 若 FaQ) E Ho),grnDE HCO, FO Co re Do, 则 
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(8。 门 (z) = g(f(2)). 

470 对 应 fa) 一 7z) 在 下 述 意义 上 是 连续 的 :车 1f, (0)}CHGO) 在 0 
上 紧 一 致 收敛 于 0), 则 {f(x)) 在 Do。 上 局 部 一 致 收 合 于 f(x)， 

证 由 oxe) 一 {好 知 QC Do, 利用 5.7.2 不 难 证 明 Ds 为 开 集 . 式 (12) 
右 端 的 被 积 函数 在 L 上 连续 ,因而 f(x) 有 定义 ,用 复 变 函数 方法 及 Hahn- 
Banach 定理 可 说 明 由 (12) 表 达 的 (x) 与 了 的 选择 无 关 . 这 样 ,对 应 AQ) > 
f(x) 有 确定 意义 . 

(i) 直接 由 式 (12) 及 Cauchy 公式 得 出 . 

(ii) 不 妨 设 D, Qo) CO, 取 L 为 圆周 |X 一 4 | 二 则 


Ac = 元 | f(A) Ae—x) id (用 (12)) 


n=0 一 Ao)™! 


= 到 | ,> 双 2 一 A0e)” 4 (用 (4)) 
[| Ase er 


2 AC— AA) 


-了 1 二 fA0)(x 一 oe)” (用 Cauchy 公式 )， 


所 得 表达 式 显然 与 010) 至 . 
(ii) 唯一 值得 说 明 的 是 ( 户 )(Cz) = fCx)g(zr), 此 处 FA)gCQ) E 
有 (0Q),x € Do. 在 2 内 取 围绕 c(z) 的 围 道上 与 卫 ， 使 卫 围 绕 工 , 则 


f(x)g(x) en | gDIRCr, rx) dr 
(2rx1) JL r 


1 
一 | fF WA g RA DR, rde 


_ 1 及 (Ar) ~— RC(r,7) 
/adj ec 工 一 从 dr 


= 下 | f ERA DA = (fg) Cr). 
Nl LL 


(iv) 设 Mw ec 若 Jo) 互 of(z)), 则 因 
DEFYELD ec po), 


有 on Ve) = je 一 Ar) EG, 这 推出 1 一 reEG， 从 而 A Eo(x)， 

这 表明 f(alx)) Colf(zx)). 车 jE flo(x)), 则 glz) 全 xp 一 f(z) 在 包含 
olz) 的 某 个 开 集 Q 上 不 为 零 ,因此 gD),hG) E H(Q Yh(D) 二 1/g(2). 于 
是 由 gh() = 二 1 得 g(x)h(x) 一 e， 从 而 je 一 f(x) € Gy 蕊 so(f(x)), 这 
表明 go( f(x)) CC flolx)). 
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(v) 在 0 内 取 围 绕 o(x) 的 围 道上 L, 在 0 内 取 转 绕 s (f(r))(= f(o(x))) 


与 f(L) 的 围 道 T, 则 
g( f(x)) = 元 | g (DR, fr)) dr 
AlJr 


四 1 ROA,7r) 
加 en ed r— fed 


__l | g(t) 
Dy RROD] -ER 


= 元 | gfOVRA DA = (ge fx). 
A1lJL. 


(vi) 取 定 x。€ Doyr 之 0 充分 小 ,; 围 道 LC Q, 使 得 上 围绕 so (x)(VYxE 
B, (ro)). 由 假设 在 上 上 ff,(0) 二 1(0)，, 当 r 充分 小 时 可 设 
Bsup{ | RA NAEL rE Bm) < cc. 
于 是 YxE€ B(x) 有 


Df a | | RAD 


去 2| fm—f0 | 吧 一 0 (n -> co)， 
Tv 工 

这 表明 {f,(x)} 在 D。 上 局 部 一 致 收敛 于 f(x). 

B. 交换 Banach 代数 

现在 设 A 是 一 个 交换 的 复 Banach 代数 . 除了 增加 “交换 性 ”假定 之 外 ， 
保持 上 段 的 所 有 假设 .约定 与 记号 . 任何 代数 同 态 ( 参 看 1.2.4) f:A 一 C 称 
为 复 同 态 ,以 XC(A) 记 A 上 的 非 零 复 同 态 ( 亦 称 特征 ) 之 全 体 . 若 mCA 是 一 
理想 , m 取 A, 除 A 之 外 不 存在 真 包含 m 的 理想 , 则 称 m 为 A 的 极 大 理想 . 
以 M 记 A 中 极 大 理想 之 全 体 . 注意 到 极 大 理想 与 向 量 空间 的 超 子 空间 颇 相 
类 似 , 从 1.2.7( 记 看 来 ,以 下 结果 似乎 是 很 自然 的 . 

5.7.6 命题 X(A) > M,f > Kerf 是 一 双 射 . 

证 若 fEX(A),m 一 Kerf, 则 由 1.2.7Gi) 有 A==m 甸 Ce,m 是 一 个 理 
想 , 它 显然 已 是 极 大 的 . 若 f,g € X(A),Kerf 二 Kerg, 则 依 定理 1.2.7Gi) 有 
常数 8 使 /= 二 局 . 由 f(e) =gCe) 一 1 得 8 一 1, 因 而 /一 5 因此 , f -> Kerf 
是 一 个 单 射 . 余下 只 要 证 : 任 给 mE€ M, 必 有 f/fEX(A) 使 m= 二 Kerf. 因 痪 
亦 为 理想 且 元 CA\G, 故 必 元 三 m. 在 定理 4.1.18(iv) 的 基础 上 吻 验 证 A/m 
是 一 个 B 人 代数. Yx € A\m, 因 m 十 Axr 是 真 包含 m 的 理想 , 故 必 和 十 Arz 三 
A, 这 推出 3 y € A, 使 xy 一 e € m, 而 这 推出 PrPy = Pe,P:A ->A/m 是 
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投影 . 可 见 A/m 中 的 非 零 元 均 可 道 , 故 A/m 是 一 个 域 . 任 给 YE€ A/m,X E 
ar)， 有 一 了 二 0,6 二 Pe, 故 ?一 站, 这 表明 有 同 构 g:A/m 实 C. 邻 f= 
2。 忆 , 则 广 EXA),Kerp = m, 如 所 要 证 . 
鉴于 5.7.6 的 结论 ,下 面 等 同 X(A) 与 M, 并 概 称 之 为 A 的 结构 空间 . 任 
给 m € M,m 将 被 赋予 两 重 含义 :一 方面 , m(x)(x € A) 表示 一 个 非 零 复 同 
态 , 男 一 方面 , m 同时 也 记 m(.) 的 核 ,这 种 记号 上 的 “混用 ”有 其 方便 而 无 大 
和 在 5.7.6 的 证 明 中 我 们 附带 地 说 明了 每 个 极 大 理想 是 闭 的 ,因而 X(A) CC 
"(用 4. 3. 1). 下 面 我 们 将 看 到 ,结构 空间 M 对 于 交换 B 代数 的 作用 ,接近 
计生 s 间 对 于 Banach 空间 的 作用 . 
若 X 是 Banach 空间 , 则 2 = Bx: 依 弱 ' 拓扑 是 一 个 紧 T 空间 ( 依 
4.4.7), 因 而 C(2) 依 sup 范 数 是 一 个 Banach 空间 (参看 35.6A). 用 3$5.1 
(1) 所 表示 的 正则 嵌入 构成 如 下 等 距 财 人 


X=C), 工 一 你 10， (13) 
因 z(,) 依 X” 中 的 弱 " 拓扑 平凡 地 连续 , 故 坟 | OE C(O). 而 
[zl = sup | fC7) 1= Fl),, 


Ff a1 


| 。， 1。 记 Co2) 中 的 sup 范 数 , 故 (13) 确 为 等 距 钥 人 . 这 样 ,可 以 认为 X 是 
C(0) 的 子 空间 . 通过 椒 入 (13) ,就 将 抽象 的 Banach 空间 X 表示 成 了 一 个 连 
续 函数 空间 的 子 空间 . 由 此 得 出 一 个 初 看 起 来 颇 为 惊人 的 结论 : 形 如 CC0) 
(是 暴 T, 空间 ) 的 连续 隐 数 空间 及 其 闭 子 空间 ,穷尽 了 所 有 的 Banach 空 
间 ! 

现在 指明 可 利用 M 来 得 到 交换 B 代数 A 的 类 似 表示 . 令 fCm) = 
mz)(zE A,mE€ MD, 则 当 M(C A*) 采 用 A* 中 的 弱 * 拓扑 时 x(.) 自动 地 
是 连续 的 , 即 ?(.) E CCMD). 这 就 得 到 与 (13) 相 对 应 的 映射 

A -> C(OM), 工 一 > 全. (14) 

5.7.7 定理 M 依 4 中 的 弱 * 拓扑 是 一 个 紧 T, 空间 ,因而 CCM) 依 
sup 范 数 是 一 个 交换 Banach 代数 ;映射 (14) 是 一 个 连续 的 代数 同 态 , 它 满足 
8f(AM) 一 az i =rC(r) |rl. 

证 取 定 x+€ A.VmE€ M, 由 ml(zx)e 一 + Em 推出 mr)e 一 + 巨 G, 因 
而 mlx) E olx), 这 表明 XCMD Co(x). 若 A Eol7x), 则 (xe 一 x)A 是 一 真理 
想 , 故 必 有 mE€ M, 使 (Qe 一 +)ACm, 这 推出 如 一 + Em, 因而 4 二 mr) E 
了 (MD). 这 就 证 得 (MD 二 olx), 因 而 2。 二 rx) 志 xrl. 任 给 mE€M,， 
由 | mz) | 二 |zCm) | 达 上 xl 推出 上 ml 过 1; 而 从 1 二 mle) 之 fm 得 
jm 二 1. 可见 M 伟 于 A*” 中 的 单位 球面 . 直接 看 出 M 在 A 中 是 弱 * 闭 
的 ,因此 M 依 弱 " 拓扑 是 一 个 紧 Ts 空间 ( 依 4.4.7). 映射 (14) 显 然 是 一 个 代 
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数 同 态 ,已 证 的 不 等 式 1z 1, 过 上 zl 表明 同 态 (14) 是 连续 的 . 
代数 同 态 (14) 称 为 交换 B 代数 A 的 Gelfand 表示 , 2 称 为 x 的 Gelfand 
变 式 , rad(A) = {x € A:7 = 0) 称 为 A 的 根 , 当 rad(A) = {0} 时 称 4 为 半 
单 代数 . 与 嵌入 (13) 不 同 ,(14) 未 必 是 一 个 等 距 嵌 人 ,因而 一 般 不 能 认为 A 
是 连续 函数 代数 CCM) 的 子 代数 . 这 就 使 我 们 自然 关注 使 (14) 成 为 等 距 佣 人 
的 那些 特殊 情况 ,这 种 情况 在 下 段 中 就 会 出 现 . 不 过 ,即使 (14) 不 是 等 距 赔 
入 ,对 于 交换 B 代数 的 研究 ,Gelfand 表示 也 是 一 个 有 用 的 工具 . 
若 A= CGO),0 是 一 个 紧 T; 空间 , 则 在 一 定 意义 上 就 有 M = 0, 这 意味 
着 当 M 上 采用 弱 * 拓扑 时 存在 同 胚 
NA>M, 1 一 三. (15) 
事实 L, VitED, 令 让 z) = 二 x(D) (x EA), 则 显然 f, € M. 另 一 方面 , 任 给 
fEM, 必 有 t€EQ 使 f == ff. 否则 Vi€E 0,Ijx€Ah, 使 f(x) 关 (2) 
取 1 的 邻 域 V,, 使 f(x,) 关 x(s)(s EV,). 取 有 限 集 (4), 使 0 二 UV,，, 则 
xz 会 2 iD-—fo)l>0 (En), 


因而 zz € A. 另 一 方面 易 见 f(x) ==0, 得 出 了 矛盾. 因此 (15) 是 一 个 双 射 
因 1-> f. 显然 是 连续 的 , 故 必 为 同 胀 ( 依 2. 2. 4(ii) )， 


C. * 代数 


5S.7.8 定义 若 复 B 代 数 4 上 定义 了 一 个 对 合 4 一 A,x 一 x ，, 它 满足 
条 件 : 

(D (ar 十 房 一 下 +phy’; 

(11) (xy)” = y x; 

(iD rz =x(MtoapBEC,r,yE A), 

则 称 A 为 x 代数 ; 称 x" 为 x 的 相伴 元 . 若 进而 假定 

(iv) zx | = lzxl*CYrE€A), 

则 称 A 为 B* 代数 . 保持 对 合 的 代数 同 态 称 为 * 代数 同 态 , * 代数 同 构 的 意 
义 自明 . 

B* 代数 的 最 重要 的 例子 是 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 代数 ,对 于 它 ， 
我 们 将 在 8 5. 8 中 专门 作 某 些 讨论 . 

以 下 设 A 是 给 定 的 B* 代数 . 由 5.7.8Gv) 易 推出 | zj = x (Vz 
EX), 因而 A 一 A,r 一 x" 是 一 个 等 中 的 共 思 线性 同 构 . 由 5. 7. 8 直接 推出 
0* 二 0,e”' 二 ex 二 (Cx)7(xXE0). 从 Qe 一 x)” 二 Xe 一 +” 推出 

oz ) 一 rz 会 人 AGEaCz))rGzr ) = r(x). 
若 xx” = rz, 则 称 z 为 正规 元 ; 若 z” 一 x, 则 称 了 为 自 伴 元 ; 若 一 并 
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则 称 .x 为 西元 . 显然 自 伴 元 与 西元 皆 为 正规 元 . 
将 对 合 类 比 于 复 共 斩 , 看 似 过 于 简单 化 ,实际 上 颇具 启发 性 . 在 这 一 比拟 
下 , 自 伴 元 相当 于 实数 . 类 似 于 复数 ,每 个 zxE A 有 了 唯一 分 解 x 二 a 十 认 ,a,6 
丝 为 自 伴 元 ; Vx € A,xr” 是 自 伴 元 . 
5.7.9 命 题 设 x+€ A 是 自 伴 元 , 则 o(x)CCR. 
证 设 a 十 认 E olx), 今 证 8==0. ViE R, 有 
atitBit) € olrt ite), 
于 是 
a + (8+ |xr+iwel’: = | (ritite) (rt+itve) 
=|x+trfel < lrl?+e, 
这 推出 十 8 十 28t 过 | x:. 要 使 左 端 有 上 界 , 必 须 8== 0. 
5.7. 10 Stone-Weierstrass 定理 ” 设 Q 是 一 紧 T, 空间 , C(0) 依 取 复 共 力 
作为 对 合 而 成 为 B 代数 , A 是 CC(0) 的 * 子 代数 , A 分 离 0 的 点 ,1€ A, 则 
A 在 CC(Q) 中 稠密 , 当 A 为 闭 子 代数 时 必 A = CC0). 
证 令 B=A 门 CCQ,R), 只 要 证 B 在 CC(Q,R) 中 稠密 . 取 定 x 和 
CQ,R),e 汪 0. YrxE CQ,R), 由 Weierstrass 定理 有 实 系数 多 项 式 已 , 使 得 
sup | PCD 一 | :< es， 


| Ty 


这 推出 PP。x 一 | x | 1, 过 8, 这 表明 x EB |x|€ 8B, 这 又 推出 B 对 格 
运算 封闭 . Yi,s E 0, 取 x € B, 使 得 x60) 一 (0) ,rs(s) = 二 6(s) (A 分 
离 中 的 点 用 于 此 1). Ys E 0, 取 s 的 邻 域 V,, 使 得 
Xa(T) < ro(r) 十 e (VrEV,). 
取 的 有 限 覆 盖 1V,}, 则 x, = minxs, € B, 
Xl) = ot) TS) < ro(s) te (s € 0). 
类 似 地 可 得 x = maxx, E B, x 一 zz ,< 之 e, 如 所 要 证 . 
利用 5. 7. 10, 现 在 已 可 建立 关于 B* 代数 的 最 重要 的 结果 . 
5.7. 11 定理 (Gelfand-Naimark 1943) 设 A 是 交换 B* 代数 ， M 是 其 
结构 空间 , 则 Gelfand 表示 (14) 是 一 个 等 距 的 * 代数 同 构 . 
证 5.7.7 已 经 确立 (14) 为 代数 同 态 且 2, 过 上 rj (VxEA). 设 x 
一 4 十 边 和 A,a,b 是 自 伴 元 ,mE€ M, 则 
mx) = ma) mim(b) = mr). (16) 
注意 当 a 是 自 伴 元 时 有 a (CMD) = ola) CR( 用 5.7.7 与 5.7.9).(16) 表 明 77… 
一 过 ,可见 之 一 直 是 一 个 * 代数 同 态 , CUM) 中 以 取 复 共 罗 为 对 合 . 令 y = 
72 则 依 57.8Gv7 有 | 站 二 下 ， 归 纳 地 有 = 站 yo = 
2 ), 于 是 用 谱 半径 公式 (5) 得 
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| 一 yl =r = 13| ,= | zi. 
可 见 映 射 + 一 是 等 距 的 ,因而 A 会 {+:x € A} 是 COW) 的 一 个 财 * 子 代数 . 
A 显然 分 离 M 中 的 点 , 1 二 。€ A, 故 由 5.7.10 有 A 二 COMW). 口 


5.7. 11 确立 了 一 个 初 看 起 来 颇 令 人 惊异 的 事实 ;实质 上 仅 有 一 种 交换 
B’* 代数 , 即 某 个 紧 Ts 空间 上 的 复 连续 函数 代数 C(Q)!1 这 就 将 交换 B* 代数 
完全 具体 化 了 . 在 代数 CCQ) 中 ,单位 元 就 是 函数 1, 对 合 就 是 复 共 斩 , 自 伴 元 
就 是 实 函 数 , 酉 元 就 是 绝对 值 为 1 的 函数 等 . 所 有 这 些 概念 都 是 直接 而 便于 
描述 的 . 

仅 适用 于 交换 B" 代数 ,看 来 是 定理 5. 7. 11 的 一 个 重大 局 限 . 不 过 ,至 少 
它 能 用 于 非 交 换 B* 代数 的 交换 x 子 代数 . 在 一 般 B' 代数 的 研究 中 ,5. 7. 11 
正 是 以 这 种 方式 发 挥 作用 . 下 面 是 一 个 典型 例子 

5.7.12 定理 设 x€ A 是 一 正规 元 , B 是 由 {e,x,x*) 生成 的 闭 子 代数 ， 
则 召 是 交换 B' 代数 , 它 等 距 * 代数 同 构 于 Co),o 一 glx). 车 yE€ A 与 + 可 
换 , 则 y 与 每 个 5 € B 可 换 . 

证 任 给 6E€ B. 由 B 的 构成 知 b 可 用 (x,x') 的 多 项 式 通 近 , 从 而 生 亦 
如 此 , 故 6" E B. 因此 B 是 A 的 闭 * 子 代数 ,从 而 是 B" 代数 . 由 x 与 +” 可 换 
推出 BB 是 交换 的 . 以 ol(x,B) 记 x 在 B 中 的 谱 , 今 指明 ol(x,B) = ol(x). 显然 
az) 了 cz). 为 证 oC(x,B) Colr), 只 要 证 y€EB 门 G>y'EB. 阁 yE 
B,y 1! EB, 则 e EE yB, 于 是 0 €olyy*,B). 因 olyy”) CR (5.7.9), 故 
plyy ” ) 连通 ,而 易 见 Colyy" ,B) 是 p(yy “ ) 中 既 开 又 闭 之 集 , 因 此 o(yy*， 
B) 一 ay ) 这 推出 0 € ol(yy ”), 与 yy” 可 道 了 矛盾 . 于 是 得 o(x,B) = 
ar) 全 6. 令 M= 二 X(B), 由 B 的 定义 知 m € M 完全 决定 于 m(x) (注意 
m(x”) 二 m(x)1). 因此 ， 

t+:.M— 60, m— m(7x) 
是 一 连续 对 忆 M 中 用 弱 * 拓扑 ), 从 而 是 一 同 胚 ( 依 2. 2. 4(ii)). 男 一 方 
面 ,由 5.7. 

B -> C(OMW), b>b 
是 一 等 距 的 * 代数 同 构 ,因此 


有 -CGO， b>bo7 (17) 
亦 为 等 距 的 * 代数 同 构 ， 
关于 可 换 性 的 结论 的 证 明 需 要 稍 细致 的 推理 ,从 略 . 
同 构 (17) 的 逆 可 写作 
CoO—>B, AAA) 一 Ar)， (18) 


其 中 f(x) E B 由 等 式 f(x) 三 了 莹 唯一 决定 ， 
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以 上 结果 的 重大 意义 在 于 , 它 导 出 一 个 扩张 连续 函数 的 一 般 方 法 ,其 效果 

类 似 于 5. 7. 5 中 描述 的 解析 扩张 . 任 给 非 空 集 QCC (不 要 求 0 为 开 集 !) , 令 
Do 一 (人 zrEA4Arr 一 xz)CO)， 

则 QC Dag. 任 给 Ga) € CGO),zE Do, 则 由 (18) 知 /CA) 确定 地 对 应 一 个 

Ar) E A, 因 而 jz):Do -> A 是 一 个 确定 的 函数 . 对 应 /CA) -> f(x) 有 类 

似 于 5.7.5 的 以 下 性 质 ， 

(CD fQe) = /De E 09), 故 f(x) 是 了 0) 的 扩张 ,不 妨 称 f(x) 为 
FA) 的 连续 扩张 (与 解析 扩张 相对 照 ). 

(ii) f(x) 可 用 (zz ) 的 多 项 式 表 近 ,若是 自 伴 元 , 则 f(x) 可 用 > 的 
多 项 式 逼 近 . 

(iii) FA) 一 f(x) 是 一 个 代数 同 构 . 

(iv) f(z) 二 f(x)", 此 处 f 记 FVD),fO)E CC. 若 FA E CGO,R)， 
Do, 则 f(x) 是 自 伴 元 ;着 AAA) E CG, | ff) | 二 1,xr€ Do, 则 f(x) 
是 西元 . 

(volf(71)) = fer)) fA) E CO ,rx €E Do). 

(vbD 若 ATECGOD)sOAECO FMTO ,rE Do, 则 g(f(x)) = 
(g° f)(x). 

以 上 结论 均 不 难 由 基本 关系 式 f(x) 二 /。z 推出. 

若 x € A 是 西元 , f(0) 一 4,900) 二 |41:, 则 f(x) = 注 ， 

Gr) = f(D = rr =e, 
{1l} =o(g(7)) = plo(7x)) = {| 4::A EE olr)}, 
这 就 证 明了 : 并 是 西元 oz) CC 4: |4|= 1). 类 似 地 可 证 明 : 若 xEA 是 
正规 元 , 则 
并 是 自 伴 元 后 cCz) CR， 
+ 是 西元 售 o(x) CCA: 1 一 1 
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如 在 $1.4 中 已 提 到 的 , Hilbert 空间 是 最 接近 于 Euclid 空间 的 抽象 空 
间 , 因 而 在 本 书 力图 加 以 概括 的 抽象 空间 谱系 中 ,要 算 最 为 具体 的 了 . 正 因为 
Hilbert 空间 拥有 最 具体 的 结 吉 构 ,有 关 它 的 理论 也 就 特别 丰富 . 本 书 已 近 尾 

声 ,当然 不 可 能 去 接触 Hilbert 空间 理论 的 范围 广泛 的 问题 了 ,只 是 选择 了 这 
伴 的 材料 你 在 阅读 它们 时 最 容易 联想 到 本 书 前 面 的 一 些 相关 内 容 ,从 而 为 本 
书 所 提供 的 抽象 空间 谱系 的 内 在 统一 性 ,提供 一 些 新 的 证 据 . 

以 下 设 及 是 给 定 的 复 Hilbert 空间 . 至 于 下 面 的 哪些 内 容 亦 适用 于 实 


$5.8 Hilbert 空间 及 其 算 子 代数 。 211 ， 


Hilbert 空间 ,读者 可 从 其 推演 中 自行 判断 . 
A. Hilbert 空间 中 的 几何 学 


与 一 般 Banach 空间 比较 , Hilbert 空间 的 明显 优势 是 ,其 中 几乎 可 以 完整 
地 移植 通常 的 Euclid 几何 理论 ,下 面 是 几 个 典型 的 结果 ， 

5. 8. 1 定理 复 Banach 空间 X 是 Hilbert 空间 的 充 要 条 件 是 ,其 中 的 范 
数 满足 如 下 中 线 公式 : 

jz+t+yl ?+ x—y| ?=2(|xl? 二 + ly|?) (xy € X). (1) 

直观 上 , 式 (1) 意 味 着 ,以 0,x,y 与 x 十 yy 为 项 点 的 平行 四 边 形 的 各 边 平 
方 和 等 于 两 对 角 线 的 平方 和 . 这 一 事实 在 Euclid 几何 中 是 熟知 的 . 

证 若 X 是 Hilbert 空间 , 则 利用 | zj = (x,x) 容易 直接 验证 (1) 为 
等 式 . 充分 性 的 证 明 要 困难 些 . 以 下 设 条 件 (1) 已 满足 , 今 要 在 X 上 构造 一 
个 内 积 (x,y), 使 得 (zz) = x 上, 所 需 的 内 积 定义 为 

dp(x,y) = r+y) :|xz—yl’, (2a) 
C71) = poCryy) 十 ipCzryiy). (2b) 

(i) 验证 zz) 一 外 zl ,这 是 直接 的 . 由 此 直接 得 出 正定 性 (参看 定义 
1. 4. 11)， 

(ii) 验证 p(x,y) 是 和 上 的 一 个 实 内 积 , 这 是 关键 性 的 一 步 . p(x,y) 显 
然 是 对 称 的 , 且 p(0,y) = 0. 其 次 ， 


49(7x Tz,y) 
三 上 zx 二 +z 二 yl 一 x 十 z 一 y]? (用 (2a)) 
= 2z 十 y 十 2z 二 有一 下 2z 一 y 十 2< 一 2) 
) (3) 
一 到 (| 22 十 > 全 十 下 2z 十 > 
| 2x—y|’:— |2z—y|’) (用 (1)) 
=—29(27,Y) 二 29(2z,y) (用 (2a)). 


令 z=0 得 2pCr,y) 二 gp(27x,y), 以 此 代 回 式 (3) 得 
PTZ Y) = pI,Y) TT pz, y), 
这 表明 w(.,y) 是 可 加 实 函 数 , gl* ,yy) 显然 是 连续 的 , 故 必定 是 线性 的 . 
Cii) 验证 (x,y) 为 内 积 ， 显然 pg(ir,iy) 二 g(x,y)，, 而 
(X39) = DC) TT ig(iy,7) (用 (2b)) 
= p(y 7) 十 ip 一 vi) 


= p(y 7) 一 ipCy lr) = (y,7). 
由 pg(*,y) 是 实 线性 的 推出 4《…,y》 是 实 线性 的 ,这 加 上 
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Coy) 一 CC 十 ip(Ciryiy) 
=g(— ,1y) 十 1p(Cryy) 
=i pry) ig iy)d = i(r,y) 
推出 <，,y〉 是 复线 性 的 ,因此 (x,y) 是 一 个 内 积 . 

Hilbert 空间 中 大 多 数 结论 依赖 于 正 交 性 概念 . 

5.8.2 定义 设 ryEHED,4A,BC 

(大 (x,w) 二 0, 则 说 x 与 y 正 交 , 记 作 x | y; 着 Ya€ A,VbE€B， 
有 a 5, 则 说 A 与 B 正 交 , 记 作 A | B;x | B 的 意义 自明 . 

(i) 暂 当 17 E 了 i 关 j 时 x | 访 , 则 称 {xi:i E€ 了 为 正 交 系 . 若 (x,} 
是 卡 交 系 划 | 2; 上 三 1 (这 等 价 于 (x;,x;) = 6 ,6; 是 熟知 的 Kronecker 记 
号 ), 则 称 (x;} 是 标准 正 交 系 . 

(ii 令 4=(rEHzL A), 称 A- 为 A 的 正 交 补 . 

林 (xi:l 过 7 之 n) 是 一 有 限 正 交 系 , 则 由 直接 计算 有 (用 1.4(25b)) 


[Dl = Ee Ga) 


特别 , 取 n 二 2 得 

| 二 和 一 ml 十 xs 
这 正 表 达到 了 熟知 的 勾 股 定理 . 因此 ,可 以 说 式 (4) 表 达 了 一 般 的 勾 股 定理 . 
以 wa 代替 (ae € C,] 过 7 之 nn), 从 式 (4) 得 


| 35. zi| = > la ll. (5) 


若 14) 中 无 零 元 , 则 从 式 (5) 知 sx 王 0 之 ww 一 00 雪 ;过 四 . 由 此 可 网， 
不要 元 隐 下 六 条 线 仁 开关 

大 teaeE 了} 是 一 标准 正 交 系 , 则 它 颇 类 似 于 Euclid 空间 中 的 直角 坐标 
染 . 我 们 关心 的 问题 是 ;在 什么 条 件 下 每 个 x € HH 可 表 成 


7 = Daies. (6) 
首先 得 说 明 , 对 任意 的 无 限 集 1,(6) 中 和 式 的 意义 . 任 给 有 限 集 J C1 令 x 
= 2 ,ati 约定] 世 JEJ CJ', 则 (zw:J 己 有 限 ; 是 一 个 网 . 这 就 自然 
二 = oa 一 一 jimyy， 
只 要 右 端 之 极限 存在 ,此 时 说 和 式 > aie; 收敛 于 x, 若 (6) 式 成 立 , 则 结合 (4) 
有 
lr =limlw| =lim2 lal’= Dla)’, 
/ /iE : 
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而 
《zyei) 一 lim(xy ,ei) 一 ai (用 3 1.4(26)). 
由 此 可 见 , 若 分 解 式 (6) 成 立 , 则 其 系数 只 能 是 w 二 “zx,e;〉( 为 记号 方便 ,下 面 
记 作 二 ), 且 和 式 >，| au 上 | 收敛. 后 一 结论 又 推出 ， 
,={(i€l.|a|>1/n) (n € N) 

必 为 有 限 集 ,因而 U 1 = {i € 1; |a; | 之 0) 是 可 数 集 . 这 就 表明 , 当 (6) 成 立 
时 其 右 端 实际 上 是 可 数 项 的 和 . 

有 了 以 上 准备 之 后 ,现在 建立 以 下 基本 结 

5.8.3 定 理 设 {e:iE7 中 CH 是 一 标准 正 交 系 , 则 以 下 条 件 互相 等 价 : 

(i) {ei} 是 互 的 标准 正 交 基 , 即 每 个 zx E 肛 有 形 如 (6) 的 表示 ; 

(ii) {e) 是 五 的 基本 集 ( 依 定义 4.1.8); 

(iii) {ei) 是 五 中 的 极 大 正 交 系 , 即 在 {ei;} 中 添加 任何 一 个 不 在 fe;} 中 的 
间 零 元 之 后 ,不 再 是 正 交 系 ; 

(iv) 对 任 给 x € 万 , 有 如 下 Parseval 等 式 


| x)? = 2 il: (C= (re)); (7) 
(v) 对 任 给 x,y € 日 ， 有 内 积 公式 ， 
Cry》 一 DF. (8) 


证 显然 (1) 过 (i). 
(让 之 (iii). 设 te y 是 基本 集 , x | e(CYie DD, 今 要 证 x 二 0, 为 此 只 要 
证 xl ?=0. 取 序 列 人 ) C span{fe;), 使 得 x, 一 则 
上 人 line) 0 (用 § 1.4(26)). 
Gii) 过 (i). 设 条 件 (ii 满足 . 取 定 x € 及 ,对 任 给 有 限 集 ] 入 1. 今 5j 一 
可 .re ， 今 要 证 wy -> zx. 这 是 定理 证 明 的 核心 部 分 . 易 直接 验证 sy | (3 
一 x), 这 结合 式 (4),(5) 得 


s+ ly—xl?:= |xl’, (9a) 
ly:= 2 ol lr)’, (9b) 
7)E1 
1 一 sf 一 > | 2 1, (9c) 
jETAK 


其 中 K 如 同一 样 是 1 的 有 限 子 集 , JAK = (JN\K) U (K\J). (9b) 表 明和 式 
2 12 二 收 敏 , 而 这 结合 (9e) 又 说 明 (sj;J CT 有 限 } 是 Cauchy 网 ,因而 
sj > y 及. 只 要 证 y= x; 因 可 用 条 件 (iii) , 故 只 要 证 (y 一 x,ei) 一 0, 而 为 
此 又 只 要 证 = 一 2 二 CCViEDDD. 取 定 i€ 1, 有 
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9, 一 一 ipt ,ei) 一 lim > ,到 0 = 7 
| 


从 (9a),(9b) 直 接 看 出 (iD 后 (iv)， 其 次 显然 有 Gi) 过 (v) 二 (iv), 因 此 定理 


得 证 . 
利用 定理 5 8.3, 可 得 出 关于 Hilbert 空间 的 以 下 基本 结 ? 
5. 8. 4 推论 对 于 Hilbert 空间 日 以 下 结论 成 立 : 
(D) 互 必 有 标准 正 交 基 存在 . 
(ii) 若 teiE 了 是 互 的 标准 正 交 基 , 令 


LD= {#= (£8) ECD |g | < 0), (10) 
IE 了 
则 CD 依 内 积 (对 照 $ 1.4(24)) 
(€, WD) = Dé 
i€EI 


是 一 Hilbert 空间 ,而 
HED,r>(i) (Ci 一 (roe)) (11) 

是 一 个 Hilbert 空间 同 构 , 即 保持 内 积 对 应 的 线性 同 构 . 

(0) 设 = 二 ON), 则 日 Lf? ( 实 i@ Hilbert 2z 空间 同 构 ) SH 是 可 数 基 空 
间 傅 瓦 是 无 限 维 可 分 空间 . 

证 (i) 由 极 大 原理 (1.1.6), 日 中 必 存 在 极 大 标准 正 交 基 {ei}. 由 
9. 8.3Gii), {ej} 必 为 互 的 标准 正 交 基 . 

GD 由 5.8.3(v),(11) 是 一 个 保持 内 积 的 线性 映射 ,因而 必 为 等 距 映 射 ， 
等 距 性 推出 单 射 性 . 设 t= (&) € A(T]D), 任 给 有 限 集 / 己 1, 令 访 = 
2 ,Sey, 则 类 似 于 5.8.3 之 证 ,利用 1 | 二 可 说 明 {x)) 为 Cauchy 
网 . 设 谍 一 x 及 则 必 2; 二 (x,ei) = &(YiE 了 了. 这 表明 对 应 (11) 是 一 
同 构 . 

结论 (i 让) 是 明显 的 . 

推论 5. 8.4 表明 , Hilbert 空间 实质 上 就 是 空间 /: (17), 而 应 用 上 最 重要 的 
可 分 无 限 维 Hilbert 空间 可 认为 实质 上 就 是 形式 上 很 简单 的 空间 .考虑 到 
CD 正 是 Euclid 空间 C 的 直接 推广 ,Hilbert 2 空间 与 Euclid 空间 的 亲缘 关系 
就 特别 明显 了 . 

5.8.5 定理 设 A 是 五 的 闭 子 空间 , 则 有 拓扑 直 和 分 解囊 = A 引 人 4- 
设 己 是 由 这 一 分 解 所 决定 的 从 互 到 A 的 投影 , 则 

lz 一 Prl=dz4) (rE€H). (12) 

证 给 定 zE H. 令 p= d(x,A), 则 有 序列 {x,} CA, 使 得 |x 一 x 

一 0. 由 中 值 公式 (1) 有 


| x CO— x 2 | Cr, CO— x) — (Cx,— x) i 
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=21 一 zx] 二 1 一 zl 一 名 开 寺 于 一 x 
<2|7x mx T+ zm~7rl:—4p—>0 (mn > 00), 


可 见 {x} 是 Cauchy 列 . 设 x, 一 a EE A, 邻 5 二 x 一 a, 则 上 51 = p, 今 证 
bE A-. 取 定 yE€ A,YAEC, 有 
不 委 xz 一 (十 iD 全 2 一 io 
一 大 一 My》 一 人 0》 十 | yl’. 

可 设 y 关 0, 取 4 二 (6,y)/ yi 代入 以 上 不 等 式 得 | 旦 委 0, 故 40， 
y) 一 0,0E A-，, 这 就 得 到 态 == A 十 A-. 因 显 然 有 A 门 A-== 10), 上 故 H= 
A 外 A-. 因 A 与 A- 均 为 也 的 闭 子 空间 , 故 A 分 A- 是 拓扑 直 和 (4.2.4 
(iv)). 证 明 中 已 得 的 等 式 5 = 上 x 一 a 上 ‖ ==p 表 明 等 式 (12) 成 计 . 口 

定理 5. 8. 5 中 的 算 子 P 由 闭 子 空间 A 唯一 决定 , 称 为 从 H 到 A 的 正 投 
影 . 式 (12) 表 明 , Px 是 x 在 A 中 的 最 佳 通 近 . 直观 上 .可 将 Px 想像 为 从 点 
x 引 A 的 垂 线 之 “ 垂 足 ” 


B. 有 界线 性 算 子 代数 L(H) 


Hilbert 空间 上 的 线性 算 子 理论 ,以 继承 大 量 的 线性 代数 结果 为 其 特色 . 
对 于 这 些 结果 的 建立 ,空间 互 的 自 对 偶 性 起 了 基本 作用 . 

5. 8.6 Riesz 表示 定理 ”f/f € H* 有 通 式 

flr) = (xr,y) (xr € 万 )， (13) 

其 中 y€ 晶 由 /唯一 决定 日 Dy| = |. 

证 任 给 yE 万 , 依 (13) 定 义 f(x), 则 f(.,) 显然 是 电 上 的 线性 泛 滑 . 
由 Schwarz 不 等 式 (81.4(23)) 推 出 ffEH* 且 fl 过 1yj ,然后 由 
Tyl?= fy 上 flyl 得 上 yj 过 fj ,从 而 yl = fl. 

反之 ,给 定 f € 昌 *, 今 要 证 有 唯一 y € 态 使 (13) 成 立 . 不 妨 设 f 关 0 
《否则 取 y= 二 0 好 了 ), 于 是 A 二 N(f) 是 日 的 真 闭 子 空间 , 卫 = A 人 外 A- ( 依 
5.8.5). 取 0 关 bE 4h-, 必 f(0) 关 0,y 会 f(b) 上 上 bb6€ A-.YrE 日 , 因 
x 一 [f(x)/f(0)jbE€ A, 故 


(zsy) = ( fb, RD) bp) = f(z), 


fee) lel? 
这 表明 (13) 成 立 . 若 此 外 还 有 zx€ 理 使 /(x) = 二 《x,z)(YzrE€ 万 ), 则 
0 一 (人 y 一 zy) 一 (y 一 zz) 一 |y 一 z||:， 
可 见 y = zx, 故 使 (13) 成 立 的 > 由 了 唯一 决定 . 口 


若 将 (13) 中 的 了 写 作 f,, 则 对 应 
了 :五 一 五 ” ‘yf. 
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是 一 个 等 距 的 共 斩 线 性 双 射 , 称 为 共 斩 线 性 同 构 . 由 于 这 样 一 个 同 构 存 在 ,在 
某 种 意义 上 不 妨 认定 日 ”= 五 , 且说 日 是 自 对 偶 的 . 这 种 自 对 偶 性 是 Hil- 
bert 空间 理论 中 很 多 重要 结论 的 基础 . 以 下 就 是 一 典型 例子 . 

5. 8. 7 Lax-Milgram 定理 设 g(x,y): 日 X 甩 一 C 分 别 对 x 与 y 是 线性 
的 与 共 配 线性 的 (这 样 的 称 为 互 上 的 Hermite 双 线 性 泛 函 ) ,日 


M= ,Sup, ,| 9x1) | oe, (14) 
2 一 lx 二 = 
则 存在 唯一 的 TE.L(H), 使 得 

p(X,y) 一 《Tryy》 Cryy 各 HH), (15) 


有 旦 TH = 一 M. 若 infe | p(x,7) | 之 0, 则 TT 日 一 碑 为 同 构 . 
证 今 y, 二 g(x, *), 则 9g 是 玉 上 的 线性 泛 函 . 由 (14) 推 出 
| 2 (Cy) | 二 | py IE MIzl lyl, 
由 此 得 pg, E H* 且 yg 记 MIzx| .由 5.8.6, 有 了 唯一 的 Tx EE 瑟 , 使 得 
PKIY) = py) = Cy, Tr) = (Tr,y), 
即 (15) 成 立 . 由 p(x,y) 对 x 的 线性 性 及 恒等式 (15) 推 出 工 对 > 是 线性 的 ， 
而 


IT = sp | Tr = sup, syp, | $0) | 


| 


sup | p(x,y) |= M. 


zy 
若 六 会 inf -| g(x,7x) | 汪 >0, 则 VYxE€ 五 ,有 
mxl: 志 | oz) [= Try | TT rl, 
这 推出 Tz 宇 mx|. 由 此 易 见 T: 态 一 R(T) 是 一 拓扑 同 构 ,因而 
R(T) 是 日 的 闭 子 空间 . 任 给 x € R(T)-, 由 
0 = (Tr,7x) =| PCroZ) [mr 
推出 x 二 0, 可见 R(T)=== 40}, 从 而 R(T) == 态 , 故 T:H 一 日 为 同 构 . 


Lax-Milgram 定理 沟通 了 Hermite 双 线 性 泛 函 与 线性 算 子 之 间 的 联系 ， 
是 Hilbert 空间 理论 中 的 一 个 基本 工具 ,其 应 用 颇 为 广泛 . 下 面 就 是 一 个 重 
要 应 用 : 任 给 TE LCH),p(yz) 会 (y,Tr) 显然 是 一 Hermite 双 线 性 泛 函 ， 
于 是 由 5. 8.7 有 了 唯一 的 € L(H), 使 得 

CT’* ys7) = py,7) = (y, Tr), 

即 Tx,y) = (rx,T*y) (r,y € H), (16) 
这 样 的 工 称 为 工 的 相伴 算 子 . 利用 恒等式 (16) ,不 难 直接 推出 相伴 算 子 的 
下 述 基 本 性 质 . 

5. 8. 8 命题 对 任 给 T,S € L( 昌 ) ,a,8 EE C, 以 下 等 式 成 立 : 

(ofT 十 的 ) =aT’ 十 的 ， 
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9 
上 
~ 


(TS) = 5S*T’, 本 ”一 了 ， 
T= Tl， 
LTT* | = T= TTT. 

对 照 定义 5.7. 8 看 出 ,命题 5. 8. 8 无 非 是 说 :以 一 了 ”作为 对 合 运 算 ， 
算 子 代数 LC(H) 是 一 个 B* 代数 . 这 就 可 将 有 关 B’ 代数 的 各 种 概念 与 结果 直 
接 移 用 于 算 子 代数 L(H). 今 将 一 些 基本 的 概念 与 结论 概述 如 下 . 

B' 代数 L(H) 中 的 正规 元 、 自 伴 元 与 酉 元 (参看 $ 5. 7C) 分 别称 为 正规 算 
子 . 自 伴 算 子 与 丁 算 子 , 二 者 分 别 界 定 为 : 

TT 是 正规 算 子 伟 TT* 一 全 了 

开 是 自 伴 算 子 全 了 一 三， 

是 西 算 子 合 T* = 二 TTT,. 
若 TE L(H) 是 正规 算 子 , 则 由 {1,T,T* } 生成 的 L(H) 的 闭 子 代数 是 一 个 
交换 B* 代数 , 它 等 距 x 代数 同 构 于 Cle(T)) ( 依 定理 5.7.12), DT) = 
r(T) ( 械 的 谱 半径 ), 工 是 自 伴 算 子 后 c(T) CR, 工 是 西 算 子 全 aoCT) CC 单 
位 圆周 . 正规 算 子 . 自 伴 算 子 与 酉 算 子 的 有 限 维 原 型 分 别 是 :正规 矩阵 、 
Hermite 对 称 矩 阵 与 西 矩 阵 . 

5. 8.9 命题 设 TEL(H), 则 以 下 结论 成 立 : 

(D 工 是 正规 算 子 全 | 站 二 1 三 上 YE 有) 

(iD) 开 是 自 伴 算 子 全 (CTrry ERVrE HH); 

(ii) 工 是 酉 算 子 全 7T: 互 -> 是 为 等 距 同 构 . 

证 ”由 直接 计算 可 验证 恒等式 ; 

4(Tryy) 一 (T(z 十 人 十 2 一 人 (一 yy) 一 光 
FiTGCzr 十 iy)r 二 iy) 一 LT 一 iy) 一 1y)》 (17) 
由 (7) 推出 :车 ‘Tr,x) 硅 0(xEH), 则 (Tx,y) 硅 0(x,y€ 万 )， 从 而 六 三 
0, 好 工 = 0. 这 又 推出 : 若 T,SELCGH),(Tr,r) 二 (Sr,7)(x€ HH)， 则 工 
一 9， 
利用 以 上 结论 ,有 
TT ”一 人 (人 TTTrr)》 (人 了) 
ST'xI| |), 
T= TO(Tr,7) = (Tr,7) 
OTr,r) = (Tr ,7), 
T* = TIOTTI*= TT=I 
SHTA| = 1 = |xl 
售 T;H 一 HH 是 等 距 同 构 ， 
这 正好 得 出 命题 的 结论 (1) ~ (iii). 口 
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“1x .x) 称 为 由 本 决定 的 二 次 泛 函 .命题 5. 8.9 表明 ,当代 是 自 伴 算 子 
时 《Tr,x) 是 及 上 的 实 泛 函 , 它 正 是 通常 二 次 型 的 推广 . 线性 代数 中 关于 二 
次 型 的 一 些 熟知 结果 可 推广 于 二 次 泛 函 . 
在 5.8.5 中 已 提 到 正 投影 , 它 因 其 明显 的 直观 意义 而 处 于 特殊 地 位 . 正 
投影 的 有 限 维 原 型 就 是 形 如 diag(1,,0) 的 矩阵 ,其 中 三 记 阶 单位 矩阵 . 
5.8.10 命题 TE L(H) 是 正 投 影 全 T 一 了 = 人 
证 首先 设 了 = Ps,A 是 日 的 闭 子 空间 ,显然 有 T* = T. 其 次 , Vz， 
VY 了 且 ,有 
Try =x,Ty)+ (Tr,y— Ty) 
一 (TryTyy》 ( 因 y> 一 TEA-) 
一 人 TYyy》 ( 因 x 一 Tr E 4-)， 
这 表明 工 二 了, 反之 , 设 T" = 了 T= 了 TT, 令 A=R(OT).B8=R(-~T), 则 A 
三 NN( 一 了 与 B= N(T) 均 为 闭 子 空间 , 已 = 4 十 B. 因 
Try— Ty) =(Tr,y) — (Tr, Ty) 
=(Tr,y)— (Tx,y) = 0, 
上 A | B.BCA-. 这 推出 互 = ABA-,T= PP,. 


C. 谱 分 解 


由 线性 代数 知 ,任何 正规 矩阵 都 相似 于 对 角形 ,而 对 角形 是 形 如 diag(0， 
…0) 的 矩阵 的 线性 组 合 . 类 比 于 此 , Hilbert 空间 上 的 正规 算 子 应 能 
表 丰 为 正 投 影 的 某 种 "线性 组 合 ” 这 一 类 的 结果 称 为 谱 分 解 定理 , 它 是 HiL 
bert 空间 理论 g 中 最 有 意义 的 结果 之 
5.8.11 定义 设 0 是 一 LCH,.8 是 其 Borel 集 之 全 体 , i{P(B):BE 有 骸 
是 及 上 的 一 族 正 投影 , 它 满足 条 件 ; P(@) = 0,Po) = 1,P(A mn B)= 
POVPIBANB= YP(AUB)= P(A)TPB). Yr,y€E H, 有 Wn, € 
M(Q) ( 依 8 5. 6E) ,使 得 
ux (B) = (P(B)x,y) (BE .8), (18) 
则 称 PC ) 为 Q 上 的 一 个 谱 族 
5. 8. 12 谱 分 解 定理 设 Te L( 卫 ) 是 正规 算 子 ,2 = 二 olT), 则 存在 2 上 
的 唯 -- 谱 族 PC, ), 使 得 
(i) 存在 连续 的 * 代数 同 态 L* (0Q) -> 上 L(H),f(X) -> f(T), 使 得 


Cf CT x, YY =| f CAV dp. (rx,y € H), (19) 
0 


其 中 心 依 (18) , 当 Fa E CGO) 时 f(T) 决定 于 85.7 中 的 对 应 (18)( 换 x 
为 ). 
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(ii) 车 B 是 0 的 非 空 开 子 集 , 则 P(B) 关 0. 

(iii) 若 SELCD) 与 工 可 换 , 则 S 与 每 个 (TD(fG) EL 2)) 可 换 . 

证 设 六 是 由 11T,T) 生成 的 LC(H) 的 闭 子 代数 ( 依 5.7.12), 则 依 
§ 5.7(18) 有 等 距 的 * 代数 同 构 


CCO) 一 沁 ffD). (20) 
Yrsy EH, 令 Ls (f= (f(Dr,y (fF €E CO, 
ILa PTIETFADE Nz lyl = tAIolzl lyl, 


可 见 L (JECOO) 一 MQ) ( 依 5.6.3), 且 LL, 委 1 zy 于 是 
有 js € MGD) ,使 得 (19) 对 AQA) E CC2) 成 立 , 且 ps 委 1 zyl 
固定 FA) E L* (2), 因 

p21y) = | fd (x,y€ H) 
是 Hermite 双 线 性 泛 函 且 | p(x,y) | 夺目 f | zj jl 故 由 5.8.7 有 唯 
一 的 f(T) € LCH), 使 得 (19) 成 立 且 f(T) 过 fl-. 若 fl2) E€ 
CC0)，, 则 f(T) 与 由 (20) 决 定 的 A(T) 一 致 ,这 就 将 映射 (20) 扩 张 为 

IO) > LOH), Ja) f(D). (21) 
映射 (21) 显然 是 线性 的 . 任 给 Fa),gOQ) E CGO),ryE 万 , 令 = 一 
f(T)*y, 则 

| g Ody ~lg(T)x,z) = (f(T)g(T)x,y) 


=| f Og dy 
由 & 的 任意 性 得 du = fdu， 进而 对 g(X) € L (02) 有 
(fg) Tr,y) =| f Wg de — | gd 
=(g(T)r,z) = (f(T)g(T)r,y), 
即 
‘(fe Dr,y) = (f(T)g(T)r,y) (x,y € H). (22) 
(22) 同 样 适用 于 f(X) E L”(02),g(X) E CGO), 故 得 dy = fduxw(f(24) € 
LO),z= AT) yy), 而 这 又 推出 (22) 对 f(0),gQ) € LO) 成 立 , 因 此 
(21) 是 代数 同 态 . 若 f(X4) E CC(Q,R), 则 f(T) 是 自 伴 的 ,于 是 
| road = = | rod 
由 上 的 任意 性 得 wps = 有 ,进而 对 f(X3) E L”(Q) 有 
(CFCTyzyy) =| fd = | Fa5dw 


=(f(T)y,7) = (rx, f(T)y), 
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这 推出 FT) 这 就 得 出 对 应 (21) 为 连续 的 * 代数 同 态 ,结论 (i) 得 
证 . 
任 给 Borel 集 BCD, 定义 P(B) = Xa(T). 由 (19) 知 PCB) 唯一 决定 于 
等 式 
(PCOB) zsy) 一 | ds = p(B) (x,y E H). (23) 


利用 (21) 的 * 代数 同 态 性 质 易 验证 , P(.) 满足 定义 5. 8. 11 中 诸 条 件 , 因 而 
是 2Q 上 的 一 个 谱 族 . 

设 B 是 0 的 非 空 开 子 集 . 若 P(B) 一 0, 则 心 (B) 一 0CVzyyE 万 ), 因 
中 非 空 , 必 有 0 天 FA) E CCB). 令 z= f(T)'y, 则 

(ACTDryy) 一 (FT)PCB)zryy) 
一 (PCB)z,z) = pa (B) = 0, 

这 推出 A/T) = 0, 得 出 矛盾 . 因此 P(B) 送 0， 结论 (ii 得 证 . 

设 SELH) 与 人 可 换 , 则 S 与 fTD(CfGQ) € Coo)) 可 换 ( 依 定理 

5.7.12). 任 给 zyE HH, 令 w= Sr,v 一 S'y.Yf0) EEC, 有 


| f Wdpw =—(f(DSr,y) = (SFCT)z,y) 


=(f Dz) = | f 0) dg, 
这 推出 we = ys 而 这 又 推出 ,，Y f(4) E L= (0), 有 
(f(T) Sz sy) =| fap = | fd 
=(f(T)xr,v) = (Sf(T)z, y), 
故 得 f(T)S = Sf(T). 结论 (iii) 得 证 . 口 
定理 5. 8. 12 中 的 PC(.) 称 为 工 的 谱 族 或 谱 分 解 . 
谱 分 解 定理 有 许多 深刻 的 应 用 , 可惜 本 书 已 没有 篇 幅 来 充分 展开 这 些 应 
用 了 . 下 面 仅 举 出 两 个 初步 的 例子 以 作 说 明 . 
5. 8. 13 定理 设 TE LC(H) 是 正规 算 子 , 则 


TI = SnP， | (Tx ,x) |. (24) 
若 进 而 设 丁 是 自 伴 算 子 , 则 
m 会 int 《Tz ,7) = min o(T), 
(25) 
M 会 Shp, (Tx,7) = max o(T). 
证 对 于 (24) 只 需 证 ; Ye 之 0, 了 jxE€ 五 , 使 得 | i [> | TI ~—e. 
取 和 EolT), 使 TH =| 和 |. 设 P(.) 是 的 谱 族 , 令 {A €E ol(T): 


14 一 加 |< 之 e}, 则 B 是 o(T) 的 非 空 开 子 集 ， 网 而 PCB) > 下 取 z6E 万, 使 


§ 5.8 Hilbert 空间 及 其 算 子 代数 .22] 。 


|zrl = 1,P(Br = 令 f0) =( 人 一 Mo)Xp)， 则 FT) = (T 一 
A01DPCB), f(T)zx = 二 Tx 一 x. 于 是 
| Tx,7) [|| (ozz) | 一 | (f(D)x,x) | 
宇 | TI 一 fADI HTI~e, 
如 所 要 证 . 

若 工 是 自 伴 算 子 , 则 不 妨 设 这 0 (否则 以 TT 一 mm 代 T), 则 由 已 证 的 
(24) 有 || 工 | = M, 这 推出 XE ol(T)=>4 达 MM. 同 理 当 A 和 Eo(T) 时 有 4 宇 m， 
因此 ol(T) C [m,MI]. 同样 的 结论 得 出 M,m € ol(T), 故 (25) 成 立 . 

5.8.14 定理 设 了 EL 工 ( 互 ) 是 非 零 的 紧 正 规 算 子 , 则 

T= 2 ,P,, (26) 


I = 1 上 | Pxll: (ze 万 )， (27) 


{A} 是 的 江 信 之 全 体 也, 是 正 投 影 , RCP,) = N(G4,1 一 TT). 

证 以 (4) 记 工 的 非 零 谱 值 之 全 体 ( 参 看 5. 1. 22) ,可 设 其 为 无 限 集 且 
[41 | 宇 | 4 和 … 必定 一 0. 设 P(.) 是 荆 的 谱 族 , f(4) 二 4,gj 是 {4} 
的 特征 函数 , f, 二 2 "N98;, 则 在 oCT) 上 上 1, 一 了 ,>0. 邻 P, 一 gp,(T)， 
则 P; 是 正 投 影 , 且 


|T— > xp | f—f,1,—0, 
这 得 出 分 解 式 (26). 由 gp; 二 00i 关 让 推出 PiP, 二 0, 可 见 RCP,) | RCP,). 
于 是 ，Yx € 昌 , 有 
| Trl?= 2 1%, 1 Pr |)?’, 
这 得 出 (27). 直接 看 出 RC(P,) CC NO 一 了 .车 Tx = rx, 则 
0 一 | ATzr 一 Txz|: 一 | 2) A — A) Piz 


一 27 1 1 1h oh |Pzrl’, 
这 推出 当 j 关 时 Px 二 0, 从 而 x = Px E RCP,). 故 得 
RCP,) = NO, — T). 

定理 5. 8. 14 可 看 作 是 一 个 无 限 维 的 对 角 化 定理 . 如 果 去 掉 T 为 紧 算 子 
这 一 条 件 , 则 仍 可 建立 类 似 的 定理 ,但 分 解 式 (26) 需 代 以 某 个 积分 ， 考虑 本 
为 自 伴 算 子 这 一 特殊 情况 . 设 m,M 依 (25), 则 0Q 会 e(T) CC[m,M]. 设 PC.) 
是 工 的 谱 族 , 令 已 = PQ) = P(( 一 00, 订 UolT)), 则 当 4 二 m 时 P=0， 
A 宇 M 时 P= 了 ,4 过 p>PiP, == Pi 任 取 a 二 m, 取 分 划 a = 入 二 过 … 
< 二 M, 以 wm 记 (一 ce 要 站 cCT) 的 特征 函数 , 则 
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上 7 于 icPaw) — Pa ))| 


AEal 门 


< sup |4— Di(p, OO 一 mw CD)| 
委 max(A; 一 人 1)， 
这 表明 
M 
r=| AdP(), (28) 


其 中 右 端 积分 是 Riemann-Stielfjes 积分 . 一 般 地 ,对 任何 AQ) E Cla,M]， 
有 


f(D = | fdPO). (29) 
公式 (28) 自 然 可 看 作 分 解 式 (26) 的 某 种 “连续 型 "推广 ， 


附录 抽象 空间 选 录 


中 文 名 词 按 汉 语 拼音 字母 顺序 排列 . 凡 在 本 书 中 出 现 的 空间 , 均 注 明 其 
首次 出 现 的 页 数 , 即 词 条 后 面 括号 内 的 数字 . 


B 


半 度 量 空间 (semi-metric space) ,定义 了 某 种 “ 半 度 量 ”d 的 拓扑 空间 , d: 
XxXX_>R. 称 为 半 度 量 意味 着 d 满足 以 下 条 件 : d(x,y) 二 d(y,7x),d(x,y) 
=0O7r=yr€EASOdx,A)=0. 

半 序 空间 (semi-ordered space) ,通常 指定 义 了 某 个 半 序 万 的 拓扑 向 量 空 
间 , 声 是 连续 的 , 且 满 足 条 件 : zz 志 yiGi 二 1,2D)>7T1 二 Ti 和 十 ;7 全， 
a € Raxr Zay. (178) 

半 自 反 空间 (semi-reflexive sapce) , 即 满足 条 件 X. 二 《X; 六 的 局 部 是 
空间 . (136) 

不 可 约 空间 (irreducible sapce) , 即 其 任何 开 覆 盖 具 有 最 小 开 加 细 的 拓扑 
空间 . 

B 代数 (B-algebra) ,或 写作 (B) 代 数 , 即 Banach 代数 . (200) 

B' 代数 (B* -algegra) ,或 写作 (B* ) 代 数 , 即 满足 条 件 | xz 二 上 x 上 
的 x 代数. (207) 

B 格 (B-lattice), 即 Banach 格 . (185) 

B 空间 (B-space) ,或 写作 (B) 空 间 , 即 Banach 空间 . 

Baire 空间 (Baires space) , 即 第 二 纲 的 拓扑 空间 . (82) 

Baire 零 维 空间 (Baires zero-dimensional space) , 即 积 空间 X*,X 是 某 个 
离散 空间 . 

Banach 代数 (Banach algebra) , 即 完备 赋 范 代数 ,由 Nagumo 于 1936 年 
首先 引进 . (200) 

Banach 格 (Banach lattice), 即 Banach 空间 兼 向 量 格 , 且 满足 条 件 
ix lly|=>|1zxl < |yl. (85) 

Banach 空间 (Banach space), 即 完备 赋 范 空间 , 它 的 基本 概念 由 Banach 
与 Wiener 于 1922 年 左右 互相 独立 地 提出 . (31) 
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C 


测度 空间 (measure space) 是 一 个 如 下 的 三 元 组 ， (CD,，7 ,1) ,其 中 (02,. 
是 一 个 可 测 空间 , y:.Y > [0,ce] 是 一 个 测度 , 即 满足 wC = 0 的 可 数 可 加 集 
函数 . 

超 精密 度量 空间 , 即 满足 条 件 * d(Cr,y) = da;b) 一 fryy) 一 fa.5) ”的 度 
量 空间 . 

次 仿 紧 空间 (subparacompact space) , 即 其 任何 开 覆 盖 具 有 ve 局 部 有 限 闭 
加 细 的 拓扑 空间 . 

Cantor 连续 统 (Cantor continuum), 即 Cantor 三 分 集 , 它 是 一 个 典型 的 
全 断 空间 . 

cosmic 空间 (cosmic space) ， 即 具 有 可 数 网 络 的 正则 空间 . 

csc 空间 ( cs-o- space), 即 具有 局 部 有 限 cs 网 的 正则 空间 . 

CLQ), 0 上 的 连续 函数 空间 . 若 0 是 任意 拓扑 空间 , 则 CCQ) 依 点 态 收 
敛 是 一 个 局 部 凸 空间 ; 若 0 是 一 个 第 二 可 数 的 LCH, 则 CC(Q) 依 紧 一 致 收敛 
是 一 个 Fréchet 空间 ;车 0 是 一 个 紧 T, 空间 , 则 C(Q) 依 sup 范 数 是 一 个 Ba- 


nach 空间 . 
D 


单调 正规 空间 (monotonically normal space)， 满足 如 下 条 件 的 拓扑 空间 ， 
任 给 其 中 的 不 交 闭 集 A,B, 存在 开 集 V(A,B)， 使 得 A CV(A,B) CC Br, 
且 当 ACA,BDB, 时 V(A,B) CV(A,B). 

第 一 可 数 空间 (first countable space) ,或 满足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 , 即 
每 点 有 可 数 邻 域 基 的 拓扑 空间 . (17) 

第 二 可 数 空间 (second countable space) ,或 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 ， 
即 具有 可 数 拓扑 基 的 拓扑 空间 . (16) 

点 态 空间 (pointwise space) , 即 其 连通 紧 子 集 必 为 单 点 集 的 拓扑 空间 . 

点 有 限 仿 紧 空间 (pointwise paracompact space), 即 其 任意 开 覆 盖 有 点 有 
限 开 加 细 的 拓扑 空间 ,也 称 为 点 态 仿 紧 空间 或 弱 仿 紧 空 间 . 

度量 空间 (metric space) ,或 称 距 离 空 间 , 是 一 个 对 (X,d)， 其 中 度量 4: 
XX >R, 满足 如 下 度量 公理 : d(x,y) 二 d(y,7) 人 d(x;z) 十 d(z,y) ,d(x， 
y》) 二 0 售 T 二 y(Vx,y,zxEX). 度量 空间 万 由 Fréchet 于 1906 年 首次 引进 
(26) 
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对 称 度量 空间 (symmetrie metrie sbace) , 即 定 义 了 某 个 对 称 度量 4 的 拓 
扑 空间 . d:XXxX-~>R: 是 对 称 度量 意味 着 它 满足 以 下 条 件 : d(x,y) = dy， 
dy) 一 0 人 一 yACX 是 闭 集 全 VYrEA ,有 drA) >0. 

(DF) 空 间 (CDF)-space) ,满足 如 下 条 件 的 局 部 凸 空间 X: 它 有 有 界 集 的 
基本 序列 , 若 X” 的 强 有 界 子 集 是 可 数 多 个 等 度 连 续集 之 并 , 则 它 也 是 等 度 连 
续 的 

Dowke 空间 (Dowke space) , 即 非 可 数 仿 紧 的 正规 空间 ,此 种 空间 的 存在 
首先 由 E. Rudin 所 构造 的 例子 证 实 . 

6 空间 (6- space), 即 邻近 空间 . 


E 


2 进 紧 空间 (dyadic compact space) , 即 广义 Cantor 集 D” 的 连续 象 , mm 是 
任意 基数 . 

Euclid 空间 (Euclidean space) , 即 带 有 Euclid 度量 dg 的 空间 K"(CK 一 有 或 
C), 其 中 以 定义 为 dzyy) 一 | x 一 y|,|x|: 二 > |x|?,d 定义 K" 上 的 通 
常 拓扑 . 


F 


” 仿 紧 空间 Cparacompact space) , 即 其 任何 开 覆 盖 有 局 部 有 限 开 加 细 的 拓 

空间 . 仿 紧 空间 由 Bourbaki 学 派 的 代表 人 物 Dieudonné 于 1944 年 引进 
(64) 

仿 Lindelaf 空间 (Paralindel6f space), 即 其 任何 开 覆 盖 有 局 部 可 数 开 加 
细 的 拓扑 空间 . 

分 解 空间 (decomposition space), 即 由 某 个 等 价 关系 定义 的 商 拓 扑 空 间 . 

分 离 一 致 空 间 (separated uniform space), 即 满足 五 分 离 公 理 的 一 致 空 
间 . 

下 格 (F-lattice) , 兼 为 下 空间 与 向 量 格 , 且 满 足 | zj 委 | y | 一 1 zl 
yl. 

F 空间 (F-space) ,或 写作 (下 ) 空 间 , 即 Frechet 空间 . 

F, 度量 空间 (F, metrizable space), 即 表 为 可 度量 化 闭 子 空间 之 并 的 空 
间 , 系 由 Gruenhage 于 1980 年 引入 . 

FM 空间 (FM-space) ,或 (FM) 空 间 , 即 同时 为 Fréchet 空间 的 Montel 气 
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间 

Fréchet 空间 (Frechet space), 即 完备 的 赋 准 范 空间 ,有 些 文献 (如 Bour- 
baki) 还 将 局 部 凸 性 作为 Frechet 空间 的 必要 条 件 . (31) 

赋 范 代数 (normed algebra), 兼 为 赋 范 空间 与 代数 , 且 满 足 条 件 || zy | 
xl lyl. (200) 

赋 范 格 (normed lattice) , 兼 为 典范 空间 与 向 量 格 , 且 满足 条 件 | x | 过 y 
之 1 zj lyl. 

赋 范 环 (normed ring), 即 赋 范 代数 ,但 习惯 上 指 含 单位 元 的 交换 B- 代 
数 . 赋 范 环 的 研究 起 于 Nagumo(1936) ,而 Gelfand 的 工作 使 其 成 为 一 个 重要 
分 支 . 

赋 范 空间 (normed space) ,是 一 个 对 (X, | ，|| ), 其 中 范 数 .上 :XX 一 
R. 满足 如 下 范 数 公 理 : ar 二 Ja zj,|x+y| 志 xl 二 yl， 
jx =06@x= 0. (31) 

赋 范 域 (normed field) , 即 其 中 任何 非 零 元 可 逆 的 交换 赋 范 代数 . 

赋 准 范 空间 (pre-normed space) , 即 定义 了 准 范 数 .| ;:X 一 RR, 的 向 量 
空间 ，| ， | 满足 以 下 条 件 : far| xrlj(alQD,|zrty| lzl 
tlyl,lrl =09z=0,limlarl 一 0 (39) 


G 


光滑 赋 范 空间 (smooth normed space) , 即 其 范 数 除 原点 外 处 处 G 可 微 的 
赋 范 空间 . (168) 

归纳 极限 (inductive limit) , 表 为 X = limX, 的 局 部 凸 空间 ,其 中 X, 是 局 
部 凸 空间 , X, 是 X,- 的 闭 子 空间 . 任 给 凸 集 V CX,V 是 X 的 0- 邻 域 富 Vn 
E N,V 门 X, 是 X, 的 0- 邻 域 . (133) 


H 


核 空间 (nuclear space) ,满足 如 下 条 件 的 局 部 凸 空间 X: 任 给 绝对 凸 0- 邻 
域 V, 存在 绝对 凸 0- 邻 域 UCV, 使 得 正则 映射 Xu ~ X, 是 核 映 射 , 此 处 X, 
是 X\ 的 完备 化 , Xi = X/Nv ,Ny = {rx:pv(x) = 二 0} ,pw 是 Minkowski 泛 函 . 
核 空间 由 Grothendieck 于 1955 年 引进 . 

弧 状 连通 空间 (arcwise connected space) , 即 路 连通 空间 . 

Hardy 空间 (Hardy space) ,定义 为 
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ucesajeigdg 一 0CVmnE N) }， 


0 


Fe(CP) = 中 € | 


其 中 1 委 了 委 co, 卫 是 单位 圆周 . 

Hausdorff 空间 (Hausdorff space) , 即 T 拓扑 空间 . (19) 

Hausdorff 一 致 室 间 (Hausdorff uniform space), 即 分 离 一 致 空间 . 

Hilbert 方 体 (Hilbert cube) , 即 (zzE :zl 委 1OCVIEN))} , 它 同 胚 
于 紧 空间 [0,1. 

Hilbert 空间 (Hilbert space) , 即 完备 内 积 空间 . Hilbert 本 人 开创 了 关于 
1 空间 的 理论 ,而 抽象 的 Hilbert 空间 则 由 Neumann 于 1929 年 引进 . (32) 


J 


积 空间 (product space) ,向 量 空间 ,拓扑 空间 ,一致 空 间 与 拓扑 向 量 空间 
都 能 以 自然 的 方式 形成 积 空间 . 

集 态 正规 空间 (collectionwise normal space)， 即 其 中 任何 离散 闭 集 族 可 
用 不 交 开 集 族 分 离 的 Ts 空间 . 

极 不 连通 空间 (extremally disconnected space), 即 其 中 开 集 之 闭 包 恒 为 
开 闭 集 的 拓扑 空间 . 

检验 函数 空间 (testing function space) 2(0), 定义 为 归纳 极限 : 2402) 一 
lim2(K,), 其 中 QC R" 是 某 个 开 集 , {K,} 是 中 紧 集 的 穷竭 序列 (140) 

紧 空 间 (compact space), 即 其 任何 开 覆 盖 有 有 限 子 覆 盖 的 拓扑 空间 
(50) 

紧 统 (compactum) , 即 紧 度量 空间 . 

局 部 紧 空间 (locally compact space) , 即 其 中 每 点 有 紧邻 域 的 拓扑 空间 . 
(54) 

局 部 连通 空间 (locally connected space), 即 其 中 每 点 有 连 车 通 邻 域 基 的 拓 
扑 空间 . (60) 

局 部 路 连通 空间 (locally path- connected sapce), 即 其 中 每 点 有 路 连 
域 基 的 拓扑 空间 . (60) 

局 部 凸 空间 (locally convex space) , 即 有 凸 局 部 基 的 拓扑 向 量 空间 . 强调 
局 部 凸 空间 在 现代 泛 函 分 析 中 的 中 心 作 用 ,是 Bourbaki 学 派 的 重要 贡献 之 
—, 《30) 

局 部 一 致 凸 空间 (localliy uniformly convex space) , 满足 如 下 条 件 的 赋 范 
空间 X;: Vx EX,|xrl| =1,Ve>0,36>>0, 当 y€E X,| yl =1,1x+ 
yl >>20—0) 时 | 上 ro—yl <e. (163) 
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局 部 有 界 空间 (locally bounded space) , 即 存在 有 界 0- 邻 域 的 拓扑 向 量 空 
间 . (102) 

聚 点 紧 空间 (accumulation point compact space) ,; 即 其 无 限 子 集 必 有 聚 点 
的 拓扑 空间 . (53) 

绝对 Gs 空间 (absolute G; space) , 即 在 其 任何 也 扩张 空间 中 为 G; 集 的 
全 正则 空间 . 

绝对 邻 域 收缩 核 (absolute neighborhood retract). 设 S 是 闭 遗 传 空 间 
类 , 奉 XX 是 任何 以 X 为 闭 子 集 的 YE S 的 邻 域 收 缩 核 , 则 称 X 为 关于 S 的 绝 
对 邻 域 收缩 核 , 记 作 ANR (S). 

绝对 收缩 核 (absolute retract). 设 S 昆 闭 遗 传 空间 类 , 若 X 是 任何 以 X 
为 闭 子 集 的 Y € S 的 收缩 核 , 则 称 X 为 关于 S 的 绝对 收缩 核 , 记 作 AR(CS). 

James 空间 (James space), 由 收敛 于 零 的 实数 列 构成 ,其 范 数 定义 为 
1 zl =supl > Cre 一 ze 十 开 (一 co),sup 是 对 一 切 meE N 与 
满足 A 到 入 二 … 的 序列 {6} 取 的 . 


K 


可 测 空间 (measurable space), 即 一 个 对 (0,:D, 其 中 以 是 Q 上 的 o 代 
数 , 即 YC 29, € 以 对 可 数 并 运算 与 补 运算 封闭 . 

可 度量 化 空间 (metrizable space). 可 度量 化 拓扑 空间 即 其 拓扑 为 度量 拓 
扑 的 拓扑 空间 ,可 度量 化 一 致 空间 即 其 一 致 结 吉 构 可 由 某 个 度量 生成 的 一 致 空 
间 ， 

可 分 空间 (separable space) , 即 存在 可 数 笛子 集 的 拓扑 空间 . (85) 

可 赋 范 空间 (Cnordmable space) ， 即 其 拓扑 是 范 数 拓扑 的 拓扑 向 量 空 间 . 

可 数 紧 空间 (countably compact space)， 即 其 任何 可 数 开 覆 盖 有 有 限 子 履 
盖 的 拓扑 空间 . (53) 

可 数 仿 紧 空间 (countably paracompact space), 即 其 任何 可 数 开 覆盖 有 局 
部 有 限 开 加 细 的 拓扑 空间 . 

可 数 型 空间 (countable type space) , 即 满足 如 下 条 件 的 拓扑 空间 XX; 任 给 
紧 集 K 己 X, 有 紧 集 已 二 天 , 使 B 有 可 数 邻 域 基 . 

可 缩 空间 (contractible space), 即 其 上 的 单位 映射 同 伦 于 常 值 映射 的 拓 
扑 空间 . 

可 一 致 化 空间 (uniformizable space), 即 其 拓扑 是 一 致 拓扑 的 拓扑 空 xs 间 ， 
实际 上 就 是 全 正则 空间 . 

可 展 空间 (developable space) ,具有 由 开 覆 盖 组 成 的 展开 列 的 拓扑 空间 . 
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大 空间 (&- space) ,或 K 空间, 即 这 样 的 拓扑 空间 (X,r): 任 给 GCX,G 
rt 兮 对 任 给 紧 集 KCX,G 门 K 在 K 中 是 开 的 . 


L 


离散 空间 (discrete space). 离散 拓扑 空间 (X,z), 其 中 一 2*; 离散 一 致 
空间 (X,90, 其 中 有 = {UCXXX:ACU); 离散 度量 空间 (X,d),d(x,y) 
二 1](Xx 关 y). 

连通 空间 (connected space), 即 不 能 分 解 为 一 对 互补 的 非 空 开 集 之 并 的 
拓扑 空间 . (57) 

列 型 空间 (sequential space) , 即 其 列 型 闭 集 均 为 闭 集 的 拓扑 空间 , ACX 
是 列 型 闭 集合 对 任何 收敛 序列 (x) CX,z, 7,B 王 {xz} U {x},A 门 B 在 
B 中 为 闭 集 . 

邻近 空间 (proximity space) 是 一 个 对 (X,6),6 是 X 的 子 集 间 的 一 个 关 
系 , 它 满足 以 下 条 件 : A8B 富 BBA ,(A U B)5C 信 A6C 或 B86C, (x) 6{y) 全 7 二 
y,X6@,A8B 二 X = 二 CU D,A8D,B3C ,6 表示 6 的 否定 . 

邻 域 收缩 核 (neighborhood retract) : A 为 B 的 邻 域 收缩 核 意味 着 A 是 也 
的 某 邻 域 的 收缩 核 . 

路 连通 空间 (pathconnected space), 即 其 中 任 两 点 可 用 连续 曲线 连接 的 
拓扑 空间 . (59) 

Lr 空间 ( LL” space) , 即 p 次 可 积 函 数 空间 (车 p 二 ce) 或 本 性 有 界 函 数 
空间 ( 若 p 二 020). (191) 

P= 二 2(N,p) ,py 是 N 上 的 计数 测度 .(192) 

LB 空间 (LB-space) ,或 (LB) 空 间 , 即 X = lim X,, 其 中 X; 均 为 Banach 
空间 . 

Lebesgue 空间 , 即 L? 空间 . 

LF 空间 (LF-space) ,或 (LF) 空 间 , 即 X 一 lim X,，, 其 中 X, 均 为 局 部 凸 的 
Fréchet 空间 . (133) 

Lindelaf 空间 (Lindel6f sapce) , 即 其 任何 开 覆 盖 有 可 数 子 覆盖 的 拓扑 空 
间 ， 


M 


满 正规 空间 (fully normal sapce) , 即 其 任何 开 覆 盖 为 正规 覆盖 的 拓扑 空 
间 . 
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门 空间 (door space) , 即 其 任何 子 集 非 开 即 闭 的 拓扑 空间 . 

霖 空间 (power sapce) 2*, 表 拓 扑 空间 X 的 非 空 闭 集 之 全 体 , 其 中 使 用 
Vietoris 拓扑 . 当 鲜 是 紧 度 量 空间 时 ,Vietoris 拓扑 即 Hausdorff 度量 的 拓扑 . 

M 空间 (M-space) , 即 Montel 空间 . 

Mackey 空间 (Mackey space) ,是 一 一 闫 局 部 占 室 xs 间 (X,r), 对 于 X 上 真 强 
于 z 的 局 部 凸 拓扑 r,， 有 (X,r 天 (Xr) (136) 

Michael 直线 (Michael line) , 即 装备 拓扑 {UUA:UEr,ACS) 的 区 间 
1 二 [0,1], 其 中 是 通常 拓扑 , SCI 有 性 质 : S 与 败 S 在 7 中 稠密 且 都 有 连 
续 统 基数 . 

Montel 空间 (Montel space) , 即 其 中 有 界 闭 集 均 为 紧 集 的 桶 空间 . (130) 

Moore 空间 (Moore space) , 即 正则 的 可 展 空 间 . 

m 仿 紧 空间 ( mr paracompact space), 即 任何 基数 之 m 的 开 覆 盖 都 有 局 
部 有 限 开 加 细 的 拓扑 空间 ,Morita 在 1962 年 考虑 了 这 种 空间 . 

4 空间 ( jy- space) , 即 仿 紧 F, 可 度量 化 空间 的 可 数 积 的 子 空间 . 


N 


内 积 空间 (inner product space) ,是 定义 了 内 积 《.,，):XXX>K 的 空 
间 ,《*,，) 满足 以 下 内 积 公理 ; (x,y) 二 (yy,7) ,人 ar 十 即 ,z) 二 a(x,z) 十 B(y， 
zx 之 0 一 0 全 工 一 0. (32) 

拟 赋 范 空间 (quasirnormed space) , 即 定义 了 拟 范 数 上 ,| :X 一 R. 的 空 
间 , ie 。 满足 以 下 条 件 ; ar =|a| xl;lx+t+yl 过 Bxrj 十 
| y 1 ,8> 1 为 常数 ;| zl =0 傅 工 =0. 一 个 拓扑 向 量 空间 可 赋 拟 范 数 的 
充 要 条 件 是 它 是 局 部 有 界 空间 . 

拟 桶 空间 (quasirbarrelled sapce) , 即 其 中 吸收 有 界 集 的 桶 均 为 0- 邻 域 的 
局 部 凸 空间 . 

拟 完 备 空 间 (quasi-complete space) , 即 其 中 的 有 界 Cauchy 网 均 收 敛 的 拓 
扑 向 量 空间 . (136) 

拟 自 反 空间 (quasi-reflexive space), 即 满足 条 件 dim(X** /XX) 二 oo 的 
Banach 空间 . 

Niemytzki 半 平 面 (Niemytzki half plane) 是 一 个 拓扑 空间 (X,z), 其 中 XX 
二 ((x,y) ER;y 宇 0),r 包 含 RX(0,co) 的 通常 开 子 集 ，Vr>0 ER， 
B,((x,7)) U {C(x,0)) 是 点 (x,0) 的 邻 域 . X 是 完全 正则 空间 而 非 正则 空 
间 . 
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O 


Orlicz 空间 (Orlicz space). 设 (Cjo) 是 有 限 测度 空间 , Lx (0,:9,p) 二 
tresSco):3c>0， 使 | Me | xz(D))d 之 o0) 依 适 当 范 数 称 为 Drlicz 空间 ， 


M(.) 是 R 上 的 偶 凸 函数 ,满足 M(x) > 0Cr 关 0), limr 1M(x) = 
limx/M(x) 二 0. 


Q 


齐 次 空间 (homogeneous space), 即 空间 中 任何 两 点 可 通过 一 同 胚 映射 互 
相 变 换 的 拓扑 空间 . 

强 仿 紧 空间 (strongly paracompact space)， 即 其 任何 开 履 盖 有 星 有 限 开 
加 细 的 拓扑 空间 . 

全 断 空 间 (totally disconnected space) , 即 无 两 点 以 上 连通 子 集 的 拓扑 空 
间 . 

全 有 界 空间 (completely bounded space) ,是 一 类 一 致 空间 (X,2, 任 给 
U € ,存在 有 限 子 集 B CX, 使 得 X== UC(B). (77) 

全 正规 空间 (completely normal space) , 即 遗 传 正 规 空间 . (48) 

全 正则 空间 (completely regular space)， 即 其 中 的 点 与 不 含 该 点 的 闭 集 可 
函数 分 离 的 T, 空间 . 有 些 文献 不 要 求 T; 分 离 性 . (44) 


R 


六 空间 ( 一 pe 是 满足 如 下 条 件 的 拓扑 空间 X: Yx € X, 存在 x 的 开 
邻 域 序列 ({U,) ,VY zx EU,, (xs) 必 含 于 XX 的 茶 紧 子 集 内 . 

Riesz oR , space) , Bourbaki 称 向 量 格 为 Riesz 空间 . 

弱 仿 紧 空 间 (weakly paracompact space), 即 点 有 限 仿 紧 空 间 . 


S 


商 空间 (quotient space) ,向 量 空间 ,拓扑 空间 ,拓扑 向 量 空间 、 赋 准 范 空 
间 与 赋 范 空间 , 均 可 依 自然 的 方式 构成 商 空间 . 
实 紧 空 间 (real compact sapce) ,是 一 类 全 正则 空间 , 它 依 CLX) 生成 的 一 
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结构 完备 . 

收敛 数列 空间 c, 它 作为 /” 的 闭 子 空间 是 一 个 Banach 空间 

收缩 核 (retract). 若 A 是 拓扑 空间 X 的 子 集 ,存在 + € C(X,A), 使 得 
r1 A 一 14, 则 称 A 为 X 的 收缩 核 . 

S 空间 ( S- space) , 即 强 仿 紧 空间 . 

Sobolev 空间 (Sobolev space) ,由 俄罗斯 数学 家 Sobolev 在 研究 数学 物理 
问题 的 广义 解 时 引入 的 一 族 空 间 , 其 中 的 空间 H”*?(0) 可 描述 如 下 : 2 CR 
是 一 开 集 , 1 之 pp 过 oo, 定义 


Hall 一 人 之 | 


alm 


则 五 ” (9) 定义 为 赋 范 空间 (4u € C00); 由 u| ,二 oo) 的 完备 化 . (195) 
Sorgenfrey 线 (Sorgenfrey line) , 即 具有 半 开 区 间 拓 扑 的 实 直线 . (68) 
Souslin 空间 (Souslin space) , 即 其 不 交 非 空 开 集 族 至 多 为 可 数 族 的 拓扑 
空间 . 

素 空间 (prime space), 即 同 构 于 其 每 个 无 穷 维 可 余子 空间 的 无 穷 维 Ba- 
nach 空间 . 

速 降 函 数 空间 9(R") (rapidly decreasing function space) ,对 任何 av 有 和 
如 ,使 x*98u(x) 有 界 的 C 函数 依 一 定 半 范 族 构成 的 Fréchet 空间 . (140) 


工 


桶 空间 (barreled space) , 即 其 中 的 绝对 凸 闭 吸收 集 均 为 0- 邻 域 的 局 部 凸 
空间 . (130) 

拓扑 群 (topological group) , 兼 为 拓扑 空间 与 群 ,日 其 中 的 群 运算 连续 . 

拓扑 空间 (topological space) 是 一 个 对 (X,r), 其 中 开 集 族 或 拓扑 rzC 2x 
满足 以 下 开 集 公理 : r 对 任意 并 与 有 限 交 运算 封闭 是 X, € r 拓扑 空间 是 
Hausdorff 于 1910 年 引进 的 . (15) 

拓扑 向 量 空间 (topological vector space) , 兼 为 拓扑 空间 与 向 量 空间 , 其 
中 的 线性 运算 连续 . (28) 

mm 空间 (To-space), 即 其 中 不 同 的 点 有 不 同 邻 域 系 的 拓扑 空间 . (44) 

Ti 空间 (Ti-space) , 即 其 中 的 单 点 集 均 为 闭 集 的 拓扑 空间 . (44) 

T 空间 (T2-space) , 即 其 中 两 相 异 点 可 邻 域 分 离 的 拓扑 空间 . (19) 

Ts 空间 (Tsz-space), 即 其 中 两 相 异 点 可 闭 邻 域 分 离 的 拓扑 空间 . 

五 宝 间 (T;-space) , 即 正 则 空间 . 也 有 些 文献 要 求 正则 空间 是 空间 ， 
而 Ts 空间 不 必 是 Ts 空间 . (44) 
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T 空间 (T: -space) , 即 全 正则 空间 . 也 有 些 文献 不 要 求 Ts 空间 是 了 
空间 . (45) 

T 空间 (T,-space), 即 正规 空间 . 也 有 些 文献 不 要 求 T, 空间 是 T, 空 
间 . (47) 

T; 空间 (T;-space) , 即 全 正规 空间 . (48) 

Ts 空间 (Te-space), 即 完 正 规 空间 . (49) 

Tychonoff 板 (Tychonoff plank), 即 [0,w] XxX[0,w Jj, 它 是 正规 的 而 不 是 
遗传 正规 的 。 

Tychonoff 空间 (Tychonoff space), 即 全 正则 空间 . (45) 


U 


U 空间 Cunitary space), 即 内 积 空 间 . 
Urysohn 空间 (Urysohn space), 即 其 中 的 相 异 点 可 函数 分 离 的 拓扑 空 
间 . 


WwW 


完全 可 分 空间 (perfectly separable space) , 即 第 二 可 数 空 间 . 

完 正规 空间 (perfectly normal space), 即 其 闭 子 集 均 为 零 集 的 Ts 空间 . 
(49) 

万 有 空间 (universal space), 苦 空 间 X 具有 性 质 已 , 且 有 性 质 P 的 空间 
都 可 风 入 X 中 , 则 称 XX 为 P 的 万 有 空间 . (46) 

伪 度 量 空 间 (pseudo-metric space), 即 定义 了 伪 度 量 4:XXX->R. 的 空 
间 , 4d 满足 以 下 条 件 : 0 二 d(x,x) 仿 d(x,y) 二 d(y,7) 信 d(x,z) 十 d(y,z). 

伪 紧 空间 (pseudo-compact space), 即 其 上 的 实 连续 函数 均 有 界 的 拓扑 空 
间 . (53) 


X 


向 量 格 (vector lattice) ,同时 是 格 的 实 向 量 空间 ,其 中 的 半 序 委 满 足 条 
件 ; 过 yi 二 1,2) 坟 十 过 十 如 ;7T 世 ya 之 0=>ar 和 ay 癌 量 格 是 
Birkhoff 引进 的 . 

线性 度量 空间 (linearly metric sapce) ,定义 了 度量 4 的 向 量 空间 ,其 中 的 
度量 拓扑 是 向 量 拓扑 . 
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线性 赋 范 空间 (linearly normed space) , 即 赋 范 空间 . 
线性 拓扑 空间 (linearly topological space) , 即 拓扑 向 量 空间 . 
序列 紧 空 间 (sequentially compact space) , 即 其 中 任何 序列 有 收敛 子 列 的 
拓扑 空间 ; 亦 称 列 紧 空间 . (53) 
序列 完备 空间 (sequentially complete space), 即 其 中 任何 Cauchy 列 收敛 
的 一 致 空间 或 拓扑 向 量 空间 . (76) 


Y 


亚 紧 空间 (metacompact space), 即 点 有 限 仿 紧 空 间 . 

严格 凸 空间 (strictly convex space), 即 单位 球面 不 包含 非 退 化 线段 的 赋 
范 空间 . (160) 

遗传 正规 空间 (hereditarily normal space), 即 其 子 空间 均 为 正规 空间 的 
拓扑 空间 . 

一 致 光滑 空间 (uniformly smooth space) 是 一 类 赋 范 空间 , 它 满 足以 下 条 
件 : Yey>0e 云 思 396>0, 当 e< 1zl ,lyl < y, lzrmyl < 时 ， 
[zl +t yl < ztyl telz— yl). (64) 

一 致 空间 Cuniform sapce) (X, 2 ,YYC 22x 是 一 个 滤 子 且 满 足 条 件 : 
A= 站 VUE 和 IV,WE ,使 得 V' CU,W.。WCU. (24) 

一 致 凸 空间 (uniformly convex space) , 即 满足 条 件 “ | zj = y| =1， 
1z+yl 一 2 过 1 上 xr 一 yl 一 02? 的 赋 范 空间 . 一 致 凸 空间 由 Clarkson 于 
1936 年 引进 . Clarkson 首先 证 明了 空间 L?(1 < p < ce) 是 一 致 凸 空间 . 
(164) 

有 界 闭 空间 (boundedly closed space). 设 义 是 局 部 凸 空间 , X* 上 所 有 
在 弱 有 界 子 集 上 有 界 的 线性 泛 函 之 全 体 构 成 X 的 有 界 闭 包 , 当 它 与 X 重合 时 
称 X 为 有 界 闭 空间 . 

有 界 型 空间 (bornological space) ,又 称 因 空间, 即 其 中 的 有 界 半 范 皆 连 续 
的 局 部 凸 空间 . (129) 

有 序 Banach 空间 (ordered Banach space), 即 其 中 已 由 某 个 序 锥 导入 半 
序 的 Banach 空间 . 

预 紧 空间 (precompact sapce). 预 紧 一 致 (度量 ) 空 间 就 是 全 有 界 一 致 ( 度 
量 ) 空 间 
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正规 空间 (normal space) , 即 其 中 不 相交 的 两 闭 集 可 邻 域 分 离 的 TT 空 
间 , (47) 

正则 空间 (regular space) , 即 其 中 的 点 与 不 含 该 点 的 闭 集 可 邻 域 分 离 的 
T 空间 . (44) 

自 反 空间 (reflexive sapce), 即 在 正则 世人 下 X 实 X** 的 Banach 空间 ， 
或 满足 X= (X;* )* 的 局 部 凸 空间 . 自 反 空间 这 一 术语 由 Lorch 于 1939 年 首 
次 使 用 . (157) 

族 正 规 空间 (collectionwise normal space) , 即 满足 如 下 条 件 的 拓扑 空间 : 
任 给 离散 闭 集 族 {F,), 存在 不 相交 的 开 集 族 {1G,) , 使 得 F。 CC. 


